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ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit werden Ausstromraten fiir mit einem Loch versehe-
ne Stromungen unter einer Funktion untersucht. Das Hauptaugenmerk
liegt dabei auf der Beziehung zwischen der Ausstromrate und der Dach-
funktion der Stromung.

Es wird gezeigt, dass die Ausstrémrate zu einem fest gewéhlten Loch
stetig beziiglich der Supremumsnorm von der Dachfunktion abhéngt,
was eine Berechnung durch Approximationsverfahren ermoglicht. Mit-
tels zweier verschiedener Beweistechniken wird bewiesen, dass das Re-
ziproke der Ausstromrate sublinear ist, wenn die Basis der Stromung
durch einen Markovshift auf einem endlichen Alphabet gegeben ist. Zu-
néchst geschieht dies unter Zuhilfenahme von Resultaten der Amdoben-
theorie, und anschliefSend wird ein zweiter Beweis mittels einer Formu-
lierung der Ausstromrate als induziertem Druck gegeben.

Fiir die lokale Ausstromrate wird gezeigt, dass sie unter geeigneten Be-
dingungen — beispielsweise der erwdhnten Markovshiftsituation — von
der Dachfunktion nur tiber deren Integral abhéngt. Ferner wird unter-
sucht, wie sich die Ausstromrate bei festgehaltener Dachfunktion fiir
auf einen periodischen Punkt hin schrumpfende Locher verhilt. Man er-
hélt dabei fiir Stromungen, die durch eine Zylinderfunktion tiber einem
Markovshift gegeben sind, eine Form von Potenzreihenentwicklung fiir
die Ausstromrate. Aus den Koeffizienten dieser Entwicklung ergibt sich
eine explizite Formel fiir die lokale Ausstromrate, und es wird gezeigt,
dass die Kenntnis der Ausstromraten beztiglich der Stromung sowie der
Mafle von Mengen in der Basis gentigt, um die Orbitldngen periodischer
Punkte beziiglich der Stromung zu ermitteln.






ABSTRACT

This thesis examines escape rates for suspension flows with a hole, fo-
cusing on the relation between the escape rate and the ceiling function
of the flow.

It is shown that the escape rate for a fixed hole depends continuously
on the ceiling function with regard to the supremum norm. This allows
the calculation of the escape rate using approximation techniques. In
two different ways it is proved that the reciprocal of the escape rate is
sublinear if the base transformation of the flow is a Markov shift. First
this is achieved by using results from the theory of amoebas, then a
second proof is given that employs a formulation of the escape rate as
an induced pressure.

For the local escape rate it is shown that under suitable conditions —
for example the aforementioned Markov shift setting — its value depends
on the ceiling function only through its integral. Furthermore, the beha-
viour of the escape rate is investigated for a fixed ceiling function and
holes shrinking towards a periodic point. For flows that arise from a cyl-
inder function over a Markov shift, one obtains a kind of power series
expansion for the escape rate. The coefficients of this expansion lead to
an explicit formula for the local escape rate and it is shown that it is suf-
ficient to know the escape rates with respect to the flow and the measure
of sets in the basis in order to recover the orbit lengths of periodic points
of the flow.
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The fate has handed you a flow.
What are you to do about it?

— Predrag Cvitanovic¢

EINLEITUNG

Als offenes dynamisches System bezeichnet man ein dynamisches Sys-
tem, aus dem bei fortschreitender Zeit Masse entweicht. Man kann aus
einem geschlossenen System ein offenes machen, indem man eine Teil-
menge des Phasenraums als Loch definiert und Bahnen nur so lange
verfolgt, bis sie das Loch passieren. Neben der Untersuchung bedingt
invarianter Mafle [PY1979, CMS1997, LMD2003] wurde in jiingerer Zeit
bei der Betrachtung offener dynamischer Systeme das Augenmerk ver-
starkt auf die Untersuchung von Ausstromraten und ihrer Abhangigkeit
von Position und Grofie des Lochs gerichtet [KL2009, BY2011, FP2012,
BJP2014]. Die Ausstromrate p (A) beschreibt, mit welcher asymptotischen
Geschwindigkeit Masse das System durch das Loch A C X verldsst. Sie
ist definiert als

p(A) = lim —llogy ({x €X

t—oo t

x hat bis zum Zeitpunkt ¢
das Loch A noch nicht passiert ’

Hierbei bezeichnet y das invariante Maff des zugrundeliegenden ge-
schlossenen dynamischen Systems. Die im System verbliebene Masse
verhilt sich also asymptotisch wie e #(4)f, wobei eine grofere Ausstrom-
rate einen schnelleren Masseverlust bedeutet. Da die Ausstromrate nur
dann einen Wert grofier als Null haben kann, wenn letztlich die gesam-
te Masse des Systems durch das Loch entweicht, ist es eine nattirliche
Annahme, Systeme zu betrachten, die ergodisch sind, da in diesem Fall
fur Locher von positivem Maf sichergestellt ist, dass die Menge der das
System nie verlassenden Punkte das Mafs Null hat.

In dieser Arbeit werden Ausstromraten im Kontext von Stromungen
untersucht. Die betrachteten dynamischen Systeme haben also keine dis-
kreten Iterationen, sondern einen kontinuierlichen Zeitparameter. Da
nach einem grundlegenden Resultat von Ambrose [Amb1941] jede ergo-
dische Stromung isomorph zu einer Stromung unter einer Funktion ist,
ist es sinnvoll, diesem speziellen Typ von Strémung groflere Aufmerk-
samkeit zu widmen. Eine Stromung & unter einer Funktion entsteht aus
einer Basistransformation 6 : X — X und einer positiven, von Null weg
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beschrankten, messbaren Dachfunktion ¢ : X — R (Definition 1.4). An-
schaulich kann man sich vorstellen, dass Punkte im Raum

X:={(x,s) e XxR|0<s< ¢(x)}

durch die Stromung in der zweiten Komponente nach oben bewegt wer-
den, bis sie die Dachfunktion erreichen, dann geméf; der Basistransfor-
mation zu einem neuen Punkt am Boden springen und anschlieffend
diesen Prozess wiederholen.” Eigenschaften des Gesamtsystems ergeben
sich aus den Merkmalen von Basis und Dachfunktion, wobei es je nach
betrachtetem Wesenszug variiert, ob Basis oder Dach oder eine Kom-
bination von beidem den Ausschlag fiir das Verhalten des Gesamtsys-
tems geben. So ist beispielsweise eine Stromung unter einer Funktion
genau dann ergodisch, wenn die Basistransformation ergodisch ist. Die
Gestalt der Dachfunktion ist fiir die Ergodizitit des Systems also un-
erheblich. Mischungseigenschaften des Systems hingen dagegen durch-
aus von der Dachfunktion ab [Tot1970, Bla1976, OS1977, Koc2002]. Die
Untersuchung dieses reizvollen Zusammenspiels zwischen Basis und
Dach beziiglich der Auswirkungen auf Ausstrémraten ist das Leitmotiv
dieser Arbeit, wobei insbesondere die Abhdngigkeit der Ausstromrate
von der Dachfunktion bei festbleibender Basistransformation ins Blick-
feld gertickt wird.

In Kapitel 1 wird die grundlegende Terminologie zu Stromungen und
Markovshifts festgelegt. Mit einem invarianten Markovmaf} versehene
symbolische Shifts auf einem endlichen Alphabet sind der hauptsichlich
verwendete Typ von Basistransformationen in dieser Arbeit. Es sei dar-
auf hingewiesen, dass symbolische Shifts dabei nicht nur ein Spielzeug-
modell sind, sondern mittels der Ulamschen Methode auch zur Appro-
ximation allgemeinerer Systeme eingesetzt werden konnen [BFGM2014].
Als Dachfunktionen werden nahezu ausschliefSlich solche verwendet,
die konstant auf n-Zylindern oder allgemein stetig sind. Insbesondere
Zylinderfunktionen, die nur Werte auf einem Gitter AIN C R annehmen,
sind gut handhabbare Objekte, da sich die Stromung fiir diskrete Zeit-
schritte A selbst als Markovshift beschreiben lidsst, sodass man fiir das
Studium von Basistransformation und Strémung eng verwandte Metho-
den verwenden kann. Da diese Zylinderfunktionen dicht in den stetigen
Funktionen liegen, lassen sich durch Approximationsargumente viele
Resultate auf allgemeine stetige Dachfunktionen erweitern.

Erste grundlegende Eigenschaften der Ausstromrate sind der Gegen-
stand von Kapitel 2. Von besonderer Bedeutung fiir den Zusammen-
hang zwischen Eigenschaften der Basis und der Dachfunktion ist die

1 Siehe Abbildung 1 auf Seite 11.
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Erkenntnis, dass bei beschriankter Dachfunktion die Ausstromrate nur
von der Projektion des Lochs auf die Basis abhdngt und man sich folg-
lich bei der Auswahl von Lochern auf Mengen in der Basis beschranken
kann (Satz 2.13 (D)). Dementsprechend wird die Ausstromrate durch
ein Loch A C X mit Projektion A := 7y (A) C X in der Basis unter
einer Dachfunktion ¢ mit p (A, ¢) bezeichnet. Zwar muss im Allgemei-
nen zwischen oberer und unterer Ausstromrate unterschieden werden,
und wie Beispiel 2.9 zeigt, ist die Existenz der Ausstromrate durch A
beziiglich der Basistransformation auch in Kombination mit einer be-
schrankten Dachfunktion noch kein hinreichendes Kriterium fiir das
Zusammenfallen von oberer und unterer Ausstromrate, jedoch tritt die-
ses Problem in der wichtigen Situation eines zylinderartigen Lochs und
stetiger Dachfunktion nicht auf. Obwohl Beschrianktheit der Dachfunkti-
on kein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz der Ausstromrate ist,
werden in dieser Arbeit ausschliefllich beschrankte Dachfunktionen be-
trachtet.> Zum einen wird dadurch die erwdhnte Charakterisierung des
Lochs durch seine Projektion ermoglicht, zum anderen erzwingt dies,
dass die Ausstromrate aus einem Zusammenspiel von Dach und Basis
erwichst, wihrend bei unbeschriankten Dachfunktionen Situationen auf-
treten konnen, bei denen die Ausstromrate ausschliefslich von der Dach-
funktion abhingt. Man denke an ein Loch der Gestalt X x [0,¢] C X,
also einen kleinen Streifen am Boden: Bei beschrankter Dachfunktion
wiére die Ausstromrate unendlich, da in endlicher Zeit die gesamte Mas-
se verschwinde, wihrend bei unbeschriankter Dachfunktion durchaus
andere Ausstromraten moglich wiren, jedoch die Dynamik der Basis
offenkundig keinerlei Einfluss hatte.

Die Ausstromrate erfiillt eine Monotonieeigenschaft (Satz 2.6 (a)) be-
ztiglich des Lochs:

ACB=p(A¢)<p(Bg).

Es ist klar, dass durch ein (im Sinne der Inklusion von Mengen) grofie-
res Loch die Masse schneller ausstromt. Diese banale Beobachtung darf
jedoch nicht zu dem Gedanken verleiten, dass es einen dhnlich einfach
gelagerten Zusammenhang zwischen dem MafS eines Lochs und seiner
Ausstromrate gibt. In der Tat ist es gerade Gegenstand der Arbeit von
Bunimovich und Yurchenko [BY2011], aufzuzeigen, dass nicht das Maf3
eines Lochs, sondern vielmehr dynamische Aspekte wie im Loch enthal-

Wenn die Basistransformation durch einen Markovshift {iber einem endlichen Alphabet
gegeben ist, ist der Basisraum kompakt und somit ist jede stetige Dachfunktion sowohl
beschrankt als auch von Null weg beschrankt.
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tene periodische Punkte die Ausstrémrate bestimmen. Auch beziiglich
der Dachfunktion gibt es eine Monotonieeigenschaft (Satz 2.13 (a)):

p<p=p(A9) >p(AY).

Diese erklart sich dadurch, dass groflere Dachfunktionen den Weg, den
ein Punkt zurticklegen muss, bevor er das Loch erreicht, verldngern.

Mit der Berechnung der Ausstromrate befasst sich Kapitel 3. Das fun-
damentale Hilfsmittel ist ein Approximationsresultat, das unabhéngig
von der Natur der Basistransformation ist.3

Resultat (Satz 3.1). Man betrachte Halbstromungen tiber einer Basistransfor-
mation 6 : X — X eines metrischen Raums X. Es sei (@n),cp eine Folge
von Dachfunktionen ¢, : X — R, die gleichmif$ig gegen eine Dachfunktion
¢ : X — R konvergiert. Desweiteren sei ein Loch A C X fixiert. Dann gilt,
sofern die Ausstromraten existieren:

lim o (A, ¢n) = p (A 9).

Dieses Resultat sowie eine explizite Abschitzung der Abweichung
(Korollar 3.3) erlauben es, sich im Fall eines Markovshifts als Basistrans-
formation und eines als eine endliche Vereinigung von Zylindermen-
gen darstellbaren Lochs auf Zylinderfunktionen als Dachfunktion zu be-
schrinken und dennoch Resultate fiir allgemeine stetige Dachfunktio-
nen zu erhalten. Um die Ausstromrate beztiglich einer Zylinderfunktion
zu berechnen, wird zuerst eine an die Lochgrofie angepasste Matrixbe-
schreibung des Transferoperators fiir Markovshifts angegeben und in
einem zweiten Schritt diese Darstellung auf die Stromung erweitert. Ein
derartiges matrixbasiertes Verfahren leidet zwar darunter, dass die Ma-
trixgrofie exponentiell mit der Zylinderlinge des Lochs anwéchst, hat
jedoch den Vorteil, dass sich die Dachfunktion leicht in der Matrix ko-
dieren lasst.

Sowohl die bereits erwdhnte Monotonieeigenschaft der Ausstromrate
in Abhangigkeit von der Dachfunktion, als auch die Skalierungseigen-
schaft (Satz 2.13 (B))

p(AAg) = %p (A, 9)

Alle im Folgenden als Resultat markierten Aussagen sind solcherart formuliert, dass die
relevante Aussage des zugrundeliegenden Theorems oder Satzes pragnant wiedergegeben
wird, aber gegebenenfalls technische Details der Voraussetzungen nur verkiirzt formuliert
werden. Die vollstindige Darstellung des Resultats findet sich jeweils unter der angegebe-
nen Nummer.
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deuten bereits darauf hin, dass die reziproke Ausstrémrate p‘1 ein inter-
essantes Objekt fiir die Untersuchung der Abhédngigkeit von der Dach-
funktion ist, da sie ,linearer” ist. Dieser Gedankengang findet seine Be-
statigung in Kapitel 4.

Resultat (Theorem 4.2 & Korollar 4.3). Die Basistransformation 6 : X — X
sei ein Markovshift. Dann ist die reziproke Ausstromrate p~1 (A, -), aufgefasst
als Funktion der Dachfunktion beziiglich eines festen Lochs A C X, konvex
und sublinear.

Die Ausstromrate p ist dagegen im Allgemeinen weder konvex noch
konkav. Man erhélt nur die wesentlich schwiéchere Eigenschaft der Qua-
sikonkavitit (Korollar 4.5).

Dieses Theorem wird in Kapitel 4 auf zwei verschiedene Arten bewie-
sen. Die erste Variante zeigt die Aussage fiir Zylinderfunktionen und
nutzt anschlieffend ein Approximationsargument. Zum Beweis der Aus-
sage fiir Zylinderfunktionen wird dabei die in Kapitel 3 hergeleitete
Matrixdarstellung genutzt und die sich daraus ergebende Charakteri-
sierung der Ausstromrate tiber die maximale Nullstelle eines als Deter-
minante aus dieser Matrix gewonnenen Polynoms verwendet, um zu
einer geometrischen Interpretation der Ausstromrate zu gelangen. An-
statt die Funktionswerte der Dachfunktion mittels unterschiedlicher Ex-
ponenten der Unbestimmten im Polynom zu kodieren, erhélt jeder Funk-
tionswert der Dachfunktion eine eigene Unbestimmte. Das neue Poly-
nom in mehreren Unbestimmten kann dann im Sinne der Amdobentheo-
rie [GKZ1994] betrachtet werden, denn es sind gerade die Logarithmen
der Nullstellen, die fiir die Ausstromrate von Interesse sind. Es stellt
sich heraus, dass die Ausstromrate als ein extremaler Schnittpunkt der
Amobe des Polynoms mit einer die Dachfunktion beschreibenden Gera-
den beschrieben werden kann. Ein allgemeines Ergebnis iiber Konvexi-
tat bei Amoben liefert dann die gewiinschte Konvexitédt der reziproken
Ausstromrate.

Die zweite Beweisvariante (Satz 4.16) ignoriert den Matrixansatz und
macht stattdessen Gebrauch von einer Charakterisierung der Ausstrom-
rate als induziertem Druck im Sinne von Jaerisch, Kessebohmer und
Lamei [JKL2014] (Satz 4.14). Eine derartige Formulierung erlaubt zwar
keine einfache Berechnung expliziter Werte fiir die Ausstromrate, er-
moglicht jedoch das Ausdehnen des Konvexititsresultats auf allgemei-
nere Situationen als die mit dem Amobenansatz behandelten endlichen
Markovshifts mit stetiger Dachfunktion.

Nachdem in Kapitel 4 die Sublinearitdt der reziproken Ausstromrate
gezeigt wurde, beschiftigt sich Kapitel 5 mit expliziten Ergebnissen, die

5
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diese Sublinearitét in zwei Spezialfdllen ndher beschreiben. Im ersten Ab-
schnitt wird die Frage untersucht, wie sich die reziproke Ausstromrate
verhilt, wenn man fiir ein fixes zylinderartiges Loch und eine Zylinder-
funktion als Dach den Funktionswert auf einem fest gewéahlten Zylinder
gegen unendlich streben ldsst. Die sich ergebende Abhingigkeit zwi-
schen p~! und dem Funktionswert auf dem Zylinder nahert sich dabei
einer Geraden an, deren Steigung und Achsenabschnitt explizit berech-
net werden (Satz 5.11). Anstelle von unendlich grofs werdenden Funkti-
onswerten wird im zweiten Abschnitt die Situation betrachtet, dass die
Dachfunktion nur geringfiigig variiert wird. Wenn man fordert, dass die
Dachfunktion fiir ein gewisses n € IN auf n-Zylindern konstant ist, also
aus dem Vektorraum, der die Indikatorfunktionen der n-Zylinder als Ba-
sis hat, stammt, kann man vom Gradienten der (reziproken) Ausstrom-
rate sprechen. Fiir Funktionen, die nur geringfiigig von einer konstanten
Funktion abweichen, ist durch das Skalarprodukt (Vp~1(1), ) eine ers-
te Naherung fiir p~! (¢) gegeben. Sofern n = 1 und der zugrundeliegen-
de Markovshift ein Bernoullishift ist, erhdlt man den Zusammenhang
(Satz 5.12)
Vo l(1) =p7 (A) 0,

wobei v der eindeutige stochastische Linkseigenvektor der Ubergangs-
matrix des offenen Systems ist, was bedeutet, dass die Approximation
(Vo~1(1), $) dem Integral von ¢ beziiglich des bedingt invarianten Ma-
3es geteilt durch die Ausstromrate in der Basis entspricht.

Zwar wurde bereits erwdhnt, dass es keine direkte Abhédngigkeit zwi-
schen dem Maf eines Lochs und der zugehorigen Ausstromrate gibt,
jedoch kann bei geeigneter Wahl des Lochs dennoch eine Verbindung
gefunden werden. Sofern die Basistransformation auf einem metrischen
Raum X erklart ist, betrachtet man hierzu die um einen Punkt x € X zen-
trierten Kugeln B, (x) als Locher und definiert die lokale Ausstromrate
im Punkt x als (B, (1), 9)

i PP X)), P
L) B, ()
sofern dieser Grenzwert existiert. Man beachte, dass bei Markovshifts
die Umgebungen B, Zylindermengen entsprechen. In Kapitel 6 wird ein
Zusammenhang zwischen der lokalen Ausstromrate in der Basis (oder
dquivalent fiir die Dachfunktion 1) und jener beztiglich einer Dachfunk-
tion ¢ hergeleitet.

Resultat (Theorem 6.5). Die Basistransformation sei ein ergodischer Endo-
morphismus eines metrischen Raums. Es sei xg € X ein Punkt, fiir den die
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lokale Ausstromrate beziiglich der Basis existiert. Sofern die Konvergenz im
Ergodensatz hinreichend schnell ist, gilt

p (x0, ) =

Dieses Theorem erfordert nicht zwingend eine stetige Dachfunktion
oder einen Markovshift als Basistransformation, jedoch ist es insbeson-
dere in diesem Fall giiltig (Korollar 6.8), da fiir Markovshifts bekannt
ist, dass die geforderte Konvergenzgeschwindigkeit vorliegt [KT1961,
BKR1962], was das Ergebnis fiir Zylinderfunktionen impliziert und per
Approximation schliefillich das Resultat fiir stetige Dachfunktionen gibt.

Das Theorem besagt, dass fiir die lokale Ausstromrate in einem Punkt
ausschliellich die lokale Ausstromrate beziiglich der Basis sowie das
Integral der Dachfunktion relevant sind. Es ist also keine lokale, son-
dern nur eine globale Eigenschaft der Dachfunktion in der lokalen Aus-
stromrate enthalten. Dennoch stellt sich die folgende, Umkehrproblem
genannte, Frage.

Problem (Problem 7.1). Lasst sich — bei vollstindiger Kenntnis der Ei-
genschaften der Basis — die Dachfunktion aus den Ausstromraten beziig-
lich der Stromung rekonstruieren?

Zwar ist offenkundig die lokale Ausstromrate allein kein taugliches
Mittel um zu einer Losung zu kommen und auch allgemein wird man
keine vollstindige Rekonstruktion der Dachfunktion erwarten kénnen,
da die Ausstromrate invariant unter Verdnderungen der Dachfunktion
durch Addition eines Korandes ist (Satz 2.13 (C)), jedoch tragen die ein-
zelnen Folgeglieder, die bei der Grenzwertbildung fiir die lokale Aus-
stromrate auftreten, zusitzliche Informationen. Letztendlich lisst sich
das Umkehrproblem teilweise 16sen, denn fiir Zylinderfunktionen tiber
einem Markovshift kann man die Orbitlingen periodischer Punkte aus
den Ausstromraten zuriickgewinnen.

Resultat (Theorem 7.20). Es sei x = (x1, X2, ... ) ein Punkt mit Primperiode
p. Es sei p (x,1) die lokale Ausstromrate in x beziiglich der Basis, und es sei
Ay = [x1,%2,...,Xyp|. Dann gilt fiir Zylinderfunktionen ¢:

Av, _ .
L GEY e 1 plgeti)

Die Grundlage dieses Theorems ist eine alternative Beschreibung des
Transferoperators fiir Markovshifts mit Loch, die auf der Arbeit von Cri-
stadoro, Knight und Degli Esposti [CKDE2013] basiert. Im Gegensatz



EINLEITUNG

zu Kapitel 3, wo eine Darstellung des Transferoperators fiir allgemeine
zylinderartige Locher und Dachfunktionen angestrebt wurde, zielt die
Formulierung in Kapitel 7 darauf ab, moglichst effektiv die Ausstromra-
te bei festbleibender Dachfunktion fiir Locher von Zylindergestalt auch
mit grofien Zylinderldngen berechnen zu konnen. Wahrend der Ansatz
aus Kapitel 3 zu einem exponentiellen Anwachsen der Matrixgrofie in
Abhédngigkeit von der Zylinderldnge des Lochs fiihrt, jedoch gleichzei-
tig auch erlaubt, dass die Dachfunktion eine Zylinderfunktion auf Zylin-
dern dieser Lange ist, reduziert der alternative Ansatz dies auf ein linea-
res Wachstum, wobei jedoch vorausgesetzt werden muss, dass die Dach-
funktion auf n-Zylindern fiir ein zuvor festzulegendes n konstant ist
— andernfalls erhielte man wieder exponentielles Wachstum, was nicht
durch das Loch, sondern die Dachfunktion erzwungen wiirde. Wenn
man nun eine Folge von Lochern der Gestalt A, wie im Theorem un-
tersucht, erhédlt man eine zugehorige Folge von leicht zu ermittelnden
Polynomen, deren Nullstellen die Ausstromrate bestimmen. Unter der
Voraussetzung, dass die lokale Ausstromrate existiert und endlich ist,
weifl man, dass sich die Folge der Ausstromraten p (A, ¢) fiir v — oo
in erster Ndaherung wie p (x, ¢) - u (Ay) verhilt. Da die Ausstromrate bei
dieser Wahl der Polynome dem Logarithmus der betragsméfliig minima-
len Nullstelle entspricht, ergibt sich auch ein entsprechender Zusammen-
hang fiir die Folge dieser Nullstellen. Cristadoro, Knight und Degli Es-
posti nutzen dies, um die Nullstelle als formale Potenzreihe in u (A,) zu
schreiben und die Koeffizienten erster und zweiter Ordnung zu bestim-
men, wobei sie sich fiir die Bestimmung des Koeffizienten zweiter Ord-
nung auf die Betrachtung eines nichtperiodischen Punkts beschranken.
In Abschnitt 7.1 wird das Verfahren von Cristadoro et al. auf diskreti-
sierte Halbstromungen unter einer Funktion erweitert und ein explizites
Konvergenzresultat bewiesen.

Resultat (Theorem 7.16). Die Dachfunktion ¢ sei A-arithmetisch. Ferner sei
ke N, uy .= pu(Ay), und es seien s; (v) fiiri =1,...,k wie in Fakt 7.10 auf

AyA7lg)

Seite 97. Dann gilt fiir z, = ef ( , dass

= o(iy)-

Zy — (1+slyv+szy3+ cee —i—skyﬁ)

Dieses Resultat, zusammen mit der konkreten Bestimmung der Koef-
fizienten s; und s, fithrt zu einer expliziten Formel (Satz 7.18) fiir die
lokale Ausstromrate in periodischen Punkten, sowie zur zuvor erwahn-
ten partiellen Losung des Umkehrproblems.
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In diesem Kapitel werden die verwendeten Bezeichnungen erldutert und
fur diese Arbeit relevante grundlegende Konzepte, primdr zu den The-
men Stromungen und Markovshifts, definiert. Eine gute Darstellung die-
ser Themen findet sich unter anderem bei Cornfeld, Fomin und Sinai
[CFS1982]. Bezeichnungen und grundlegende Resultate zu Matrizen, so-
weit sie fiir diese Arbeit relevant sind, finden sich in Anhang A.

Wenn im Folgenden die reellen Zahlen R verwendet werden, so sind
diese immer als mit der Borelschen o-Algebra und dem Lebesgue-Maf3
ausgestattet zu verstehen. Mit R>¢ (IR-) ist die Teilmenge der nichtne-
gativen (positiven) reellen Zahlen gemeint. Die natiirlichen Zahlen IN
werden als die Menge {1,2,3,...} verstanden und mit Ny wird die
Menge IN U {0} bezeichnet. Fiir Mengen A C X wird die Indikator-
funktion von A mit 14 bezeichnet und fiir die Indikatorfunktion des
Gesamtraums wird die verkiirzte Bezeichnung 1 := 1x gebraucht. Wenn
Mengen der Gestalt {x € X|f (x) > g (x)} verwendet werden, wird zur
Verkiirzung der Notation mitunter der Parameter x ausgelassen und die
Menge als {x € X|f > g} notiert.

Definition 1.1. Es sei (X, A, ) ein Mafiraum. Eine messbare Abbildung
0: (X, A u) = (X, A u) heilft ENDOMORPHISMUS, wenn 6 maflerhal-
tend ist, also u (071 (A)) = u(A) fiir alle A € A gilt. Falls der En-
domorphismus 6 bijektiv und die Umkehrabbildung 8~! ebenfalls ein
Endomorphismus ist, wird 8 auch ISOMORPHISMUS genannt.

Wenn 0 : X — X eine Abbildung, ¢ : X — R eine Funktion und x € X
ein beliebiges Element ist, werden folgende Bezeichnungen verwendet:

n—1
ne€N: Sn(p(x)::Zgz)OGk(x) (1)
k=0

t€Rsp: N (x):=min{n € No|Syq (x) > t}
ACX: Nuy(x):=min{n € No|6"x € A}

Sofern aus dem Kontext eindeutig hervorgeht, welche Funktion ¢ ge-
meint ist, wird mitunter S, (x) und N; (x) geschrieben. Bei Ausdriicken
der Gestalt Sy, (,)¢ (x) wird die Notation zu Sy, ¢ (x) oder Sy, (x) ver-
kiirzt.

Endomorphismus

Isomorphismus
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Definition 1.2. Es sei (X, A, it) ein Mairaum. Eine HALBSTROMUNG ist
eine Familie ® := {®;|t € R>o} von Endomorphismen des MafSraums
(X, A, i) mit der Eigenschaft

Vs, t € ]RZO . Drod; = Dy

Definition 1.3. Es sei (X, A, i) ein MaSraum. Eine STROMUNG ist eine
Familie @ := {®¢|t € R} von Endomorphismen des Mafiraums (X, A, )
mit der Eigenschaft

Vs,teR: &;o0od; =Dy

Die Bezeichnung Stromung findet sich unter anderem in den Arbeiten
von Hopf [Hop1937], Jacobs [Jac1960] und Krengel [Kre1968], aber in
der deutschsprachigen Literatur wird mitunter auch der Begriff Fluss
verwendet, beispielsweise bei Denker [Den2oo5]. Im Folgenden wird das
Konzept der (Halb-)Stromung unter einer Funktion definiert, welches im
Englischen als special flow oder suspension flow bezeichnet wird.

Definition 1.4. Es sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafiraum, und es sei
6 ein Endomorphismus von (X, A, ). Uberdies sei ¢ : X — R ei-
ne messbare Funktion mit inf,cx ¢ (x) > 0. Ausgehend vom Produkt
(X, A, u) x (R,B,A) des Mairaums mit der reellen Geraden definiert
man einen neuen Mairaum (X, A, 71) als Teil dieses Produkts mittels

X={(x,5) e XxR0<s< ¢(x)}

und A, 7 als den entsprechenden Einschriankungen der Produkt-o-Al-
gebra beziehungsweise des Produktmafes. Falls i ein Wahrscheinlich-
keitsmaB ist und | ¢ dp < oo, kann es sinnvoll sein, 7 durch das skalier-
te MaB i/ (¢) zu ersetzen, um wieder ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ zu
erhalten. Auf dem Raum (X, A, ji) ldsst sich eine Halbstromung ® wie
folgt definieren:

(x,s+1) O0<t<g(x)—s

D (x,5) ==

(BNSH(X)*l (x),8+t— SN, -1 (x)) ,9(x)—s <t

Die Halbstromung & heifSt HALBSTROMUNG UNTER DER FUNKTION ¢

tiber der Basistransformation 6. Die Funktion ¢ heifst DACHFUNKTION.
Falls 6 ein Automorphismus ist, wird & zu einer STROMUNG, indem

man fiir t > 0 die Umkehrabbildung von ®; benutzt, um ®_; zu definie-

ren.



VORBEREITUNGEN 11

Abbildung 1: Naive Illustration einer Stromung unter einer Funktion

Bemerkung 1.5. Es ist bereits in der Definition einer (Halb-)Stromung &
enthalten, dass alle ®; mafSerhaltend sein miissen. Ein Beweis dafiir, dass
dies bei einer (Halb-)Strémung unter einer Funktion der Fall ist, findet
sich unter anderem bei Jacobs [Jac1960, S. 89f].

Mit 71; und 7, werden die Projektionen von X auf die erste bezie-
hungsweise zweite Komponente bezeichnet.

Von besonderer Bedeutung in dieser Arbeit sind Basistransformatio-
nen 60, die die Gestalt von endlichen, irreduziblen Markovshifts haben.
Ein Markovshift ist eine spezielle Art von Schiebeabbildung (Shift).

Definition 1.6. Es sei S eine endliche oder abzdhlbare Menge, versehen
mit der diskreten Topologie. Der Raum S¥N, versehen mit der Produktto-
pologie, wird mittels der Schiebeabbildung

0:SN - SN (xi)en = (Rit1)ien

zu einem topologischen dynamischen System. Das System (SN, 6) heift
(EINSEITIGER) SHIFT. Die Menge S wird als das ALPHABET des Shifts  (einseitiger) Shift
bezeichnet. Alphabet

Die Topologie auf SN wird von den ZYLINDERMENGEN Zylindermenge

[a1,...,a,) = {(xi)ieN eSNWVI<i<n:x= ai}

mit n € N erzeugt und 6 ist stetig beziiglich dieser Topologie. Die von
den Zylindermengen erzeugte Topologie stimmt mit der von der Metrik

d:SNxsN LR, (x,y)— e PHV
fiir ein beliebiges B > 0 erzeugten Topologie tiberein, wobei

[x Ay| =max{n e Ng|V1 <i<n:x =y}.
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Zylindermengen der Form [ay,...,a,] werden als n-ZYLINDER oder Zy-
linder der Lange 1 bezeichnet. Man beachte, dass n-Zylinder und offene
Kugeln beziiglich der Metrik d einander entsprechen, da

[a1, ..., an] = B, pn-o) (x)

fur jedes x € [a1,...,a,] und 0 < & < 1, wobei B, 4, (x) die offene
Kugel vom Radius e #("~¢) um x bezeichnet. Die Menge aller n-Zylinder
erhélt die Bezeichnung C,.

Es sei M € {0,1}°"° eine Matrix. Durch M wird ein TEILSHIFT von
(SN, ) definiert, indem man 6 auf

T = Shy = {(%i)jen|Vi € Nty p,, =1} C SN

Xit+1

einschrinkt. Der Teilshift heif$t IRREDUZIBEL, wenn die Matrix M irre-
duzibel ist.
Man bezeichnet

o= {(x1,.. . xn) € S"Vie {1,... 0} imyx,, =1} CS"

Xit+1

als die Menge der zULASSIGEN WORTER der Linge n und

“u= U Zn
neN
als die Menge der zuldssigen Worter beliebiger Lange. Die Menge der
n-Zylinder C, wird fiir einen Teilshift auf jene n-Zylinder eingeschrénkt,
die von einem zuldssigen Wort abstammen; es gibt also eine Entspre-
chung zwischen zuldssigen Wortern der Lange 1 und n-Zylindern.

Fakt 1.7. Wenn das Alphabet des Teilshifts endlich ist, ist der Raum SY kom-
pakt beziiglich der von d induzierten Teilraumtopologie.

Definition 1.8. Ein MARKOVSHIFT auf einem endlichen Alphabet S
wird durch eine irreduzible, zeilenstochastische UBERGANGSMATRIX
P e ]R%S bestimmt. Die Eintrdge ps: der Ubergangsmatrix werden
Ubergangswahrscheinlichkeiten (von s nach t) genannt. Dem Markov-
shift liegt ein topologisches dynamisches System zu Grunde, das als
Teilshift 6 iiber dem Alphabet S durch jene Matrix M gegeben ist, deren
Eintrdge m;; = 1 fir p;; > 0 und m;; = 0 sonst sind. Nach dem Satz
von Perron-Frobenius (Satz A.4) gibt es einen eindeutig bestimmten po-
sitiven Wahrscheinlichkeitsvektor 71 € RS mit 7P = 7. Dabei bedeutet
WAHRSCHEINLICHKEITSVEKTOR, dass die Komponenten des Vektors
nichtnegativ sind und sich zu Eins summieren.. Der Raum

Yp = Sy = S]}\\T/I
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mit seiner Borelschen o-Algebra B wird durch

n—1
w((an . an)) = 7oy - ] Paarn
i=1

zu einem Wahrscheinlichkeitsraum und die Schiebeabbildung 6 ist mafs-
erhaltend beziiglich y. Analog zur Bezeichnung SN setzt man, um die
Hilfsmatrix M in der Notation zu vermeiden, auch X} = X}, und
Xp =Xy

Ein BERNOULLISHIFT ist ein Spezialfall eines Markovshifts, bei dem
alle Zeilen der Ubergangsmatrix P gleich sind (und folglich auch iden-
tisch mit dem Vektor 7).

Bemerkung 1.9. Mitunter wird nur von einem Markovshift (X, ) gespro-
chen werden. Diese Formulierung impliziert, dass es ein Alphabet S
und eine Ubergangsmatrix P € IRS>(X)5 gibt, sodass X = SN zusammen
mit der Schiebeabbildung 6 : X — X ein Markovshift im Sinne von
Definition 1.8 ist.

Beispiel 1.10. Die einfachste Variante eines Bernoullishifts ist der Shift
auf dem Alphabet S := {0,1} mit zwei Symbolen und iiberall gleichen
Ubergangswahrscheinlichkeiten

x

Da 7m = (1/2,1/2), hingt das Mag einer Zylindermenge [a1, . ..,ay] in
diesem Fall nur von der Lange des Zylinders ab und ist (1/2)™.

N= N[=
Nl—= N|—=

Dieser Bernoullishift auf zwei Symbolen ist auf Grund seiner Einfach-
heit praktisch, um schnell Beispiele rechnen zu koénnen, jedoch fiihrt
gerade diese Einfachheit dazu, dass in den Ergebnissen Symmetrien auf-
treten konnen, die im allgemeinen Fall nicht vorhanden sind, weshalb
man vorsichtig sein muss, wenn man aus numerischen Experimenten
Vermutungen tiber allgemeine Zusammenhédnge ableiten mochte.

Bemerkung 1.11. Wenn das Alphabet explizit durch {0,1} gegeben ist,
wird bei der Angabe konkreter Zylinder auf die Kommata verzichtet,
wenn dies geboten ist, um die Notation kompakt zu halten. Dies bedeu-
tet, dass beispielsweise ein 4-Zylinder wie [1,0,1,1] auch verkiirzt als
[1011] bezeichnet wird.

Beispiel 1.12. Um die Symmetrien, die in Beispiel 1.10 auftreten, zu ver-
meiden, ist es sinnvoll, bei numerischen Experimenten auch einen etwas

13

Bernoullishift
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allgemeineren Fall eines Markovshifts zu betrachten. Um den Berech-
nungsaufwand nicht zu sehr zu erhthen, bleibt das Alphabet S := {0,1}
auf zwei Symbole beschrinkt, jedoch wird die Ubergangsmatrix etwas

weniger gleichférmig als

gewdhlt. Der Wahrscheinlichkeitsvektor 7t ist in dieser Situation

(338
o)

Markovshifts stellen eine Moglichkeit dar, gut handhabbare Basistrans-
formationen fiir Halbstrémungen unter einer Funktion zu erhalten. Gut
handhabbare Dachfunktionen sind insbesondere solche, die konstant auf
n-Zylindern sind.

W= Q=
WG WIN

Definition 1.13. Es sei C;; die Menge der n-Zylinder eines Markovshifts
(X, 6). Dann bezeichnet

Zy={¢: X = R|VC € Cy : ¢ ist konstant auf C}

die Menge der auf n-Zylindern konstanten Funktionen. Eine Funktion
¢ : X — R heifft ZYLINDERFUNKTION, wenn es ein n € IN gibt, sodass
¢ € Zy. Eine Zylinderfunktion ¢ heifft ARITHMETISCH, wenn es ein
A € R gibt, sodass ¢ nur Werte auf dem Gitter AZ annimmt; ¢ wird
dann auch A-arithmetische Zylinderfunktion genannt.

Betrachtet man eine Halbstromung tiber einem Markovshift (X, 6) un-
ter einer A-arithmetischen Dachfunktion der Form ¢ = A - Y ccc, kc - 1c
mit kc € N, so kann man den Raum X in die Mengen C x [(k — 1) A, kA)
mit 0 < k < kc und C € C, zerlegen. Diese den Zylindern verwandten
Mengen fasst man als

Cn={Cx[(k=1)AkA)|0 <k <kc, C€Cy}
zusammen. Analog zu den Zylinderfunktionen definiert man
Zy={f: X —=R|VC € Cy : f ist konstant auf C} .

Im Folgenden wird die in dieser Arbeit am haufigsten verwendete Si-
tuation beschrieben, sodass diese Standardannahmen spéter nicht haufig
wiederholt werden miissen.
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Annahme 1.14. Es sei (X,0) mit X := SN ein einseitiger Markovshift auf
dem endlichen Alphabet S mit irreduzibler, zeilenstochastischer Ubergangsma-
trix P. Die Symbole y,Cy, Z, etc. werden wie in diesem Abschnitt definiert
verwendet.

Annahme 1.15. Es sei die Basistransformation 6 wie in Annahme 1.14. Ferner
sei ¢ : X — Ry eine beschrinkte und von Null weg beschrinkte* messbare
Funktion. Es sei ® die Halbstromung unter der Dachfunktion ¢. Die Symbole
i, Cp, Z,, etc. werden wie in diesem Abschnitt definiert verwendet.

Bemerkung 1.16. Da der Raum S im Falle eines endlichen Alphabets
kompakt ist, reicht es bei einer stetigen Dachfunktion ¢ aus, zu fordern,
dass diese positiv ist, da dies bereits 0 < inf ¢ < sup ¢ < co impliziert.

Beispiel 1.17. Es sei (X, 0) der einseitige Markovshift aus Beispiel 1.12.
Zudem sei ¢ : X — R die 1/8-arithmetische Dachfunktion

1
q) = g . (2 . 1[010] + 1- 1[[0,1] + 4. 1[1,0] + 3. ]].[1,1]> .
Dann lasst sich die Halbstromung & unter der Dachfunktion ¢ tiber der
Basistransformation 6 wie Abbildung 2 dargestellt illustrieren. Die Kést-
chen, die den Elementen von C;, entsprechen, sind hierbei entsprechend
ihres Mafles skaliert.

4/8

3/8

2/8

1/8

[00] [01]  [10] [11]

Abbildung 2: Zylindermengen einer Halbstromung mit Markovbasis und arith-
metischer Dachfunktion

Definition 1.18. Es sei 0 : (X, A, u) — (X, A, u) ein Endomorphismus.
Das durch 0 bestimmte dynamische System heifst ERGODI1sCH, falls jede  ergodisch

4 Von Null weg beschrinkt bedeutet, dass es ein K > 0 gibt, sodass |¢ (x)| > K fiir alle
x e X.
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invariante Menge A € A entweder Mafs Null oder volles Maf§ besitzt,

also
VAcA: 071 (A)=A = pu(A) =0o0deru(A°)=0

gilt.

Da gemaif3 der in dieser Arbeit verwendeten Definition eines Markov-
shifts (1.8) die Ubergangsmatrix als irreduzibel vorausgesetzt wird, er-
gibt sich folgende Aussage:

Fakt 1.19. Markovshifts sind ergodisch.

Satz 1.20 (Birkhoffscher Ergodensatz [Denz2oos, Satz 93]). Das durch einen
Endomorphismus 6 : (X, A, u) — (X, A, i) gegebene dynamische System sei
ergodisch. Dann gilt fiir jede Funktion ¢ € L%, (X), dass u-fast sicher

lim 1Sngo = /q)dy.

n—oo n
Hierbei bezeichnet
L;l (X) = {f X = ]R‘fistmessbarund / If| du < 00}

(oder verkiirzt nur L!, sofern sich X und u aus dem Kontext heraus
eindeutig ergeben) den Raum der INTEGRIERBAREN FUNKTIONEN auf

(X, A, n).
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In einem dynamischen System mit einem invarianten Maf verliert das
Gesamtsystem bei wiederholter Anwendung der Transformation keine
Masse. Wenn man jedoch eine Teilmenge des Raums als Loch dekla-
riert und alle Punkte verwirft, deren Bahnen bis zu einem gewissen Zeit-
punkt diese Teilmenge geschnitten haben, anschaulich also diese Bahnen
durch das Loch das System verlassen ldsst, dann wird im Allgemeinen
das Mafs der Menge derjenigen Punkte, deren Bahnen bis zu diesem
Zeitpunkt das Loch noch nicht passiert haben, mit fortschreitender Zeit
schrumpfen. Wenn die Vereinigung der Urbilder des Lochs den ganzen
Raum (gegebenenfalls bis auf eine Nullmenge) beinhaltet, dann wird
letztendlich fast sicher jeder Punkt das System durch das Loch verlassen,
sodass das Maf3 der Menge der {iberlebenden Punkte gegen Null strebt.
Sofern diese Abnahme im Wesentlichen exponentiell verlduft, kann man
ermitteln, mit welcher Rate das Ausstromen aus dem System geschieht.

Zuerst wird ein diskretes dynamisches System betrachtet, das durch
einen Endomorphismus 6 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, A, p)
gegeben ist, anschliefend wird der Fall einer (Halb-)Stromung unter-
sucht. Mit dem Ausdruck LocH ist eine messbare Teilmenge A C X
gemeint, die die Bedingung

Uema)Ex

n>0

erfiillt. Hierbei bedeutet die Schreibweise M £ N, dass die Mengen M
und N sich hochstens um eine Nullmenge beziiglich des Mafies y un-
terscheiden. Falls das System ergodisch ist, so hat jede Menge positiven
Mafles diese Eigenschaft [Walz2o00, Theorem 1.5 (iii)]. Das mit einem
Loch versehene dynamische System wird auch als OFFENES SYSTEM
bezeichnet.

Definition 2.1. Es sei A C X ein Loch. Die OBERE (UNTERE) AUS-
STROMRATE p (p) durch das Loch A ist gegeben durch

p(A) = limsup—%logy ({x € X’VO <k<n:6F(x)¢ A}) ,

n—o0

p(A) = liminf—%logy ({x € X‘VO <k<n:0%x)¢ A}) .

= n—o00

17
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Falls beide Werte tibereinstimmen, wird p (A) :=p (A) = p (A) die Avus-
STROMRATE (escape rate) des Lochs A genannt. ;

Bemerkung 2.2. Es kann anstelle von {x € X|V0 < k < n:6F(x) ¢ A}
auch die Menge {x € X|VO <k <n:65(x) ¢ A} = {x € X|Na (x) > n}
betrachtet werden, ohne dass sich Limes inferior oder Limes superior dn-
dern. Ebenso kann man anstelle einer Folge natiirlicher Zahlen n — o
eine reelle Folge t — co verwenden und erhilt dieselben Ergebnisse.

Der folgende Satz tiber einfache Eigenschaften der Ausstromrate fin-
det sich beispielsweise bei [BY2011, Proposition 2.3.2].

Satz 2.3. Es seien A,B C X Locher, fiir die die Ausstromraten p (A) und
p (B) existieren. Dann gelten folgende Eigenschaften:

A. Wenn A C B, dann ist p (A) < p (B).
B. Fiirallen € N gilt p (A) = p (67" (A)).
c. Fiirallen € N gilt p (A) = p(Uf_y 0% (A)).

Fiir (Halb-)Stromungen @ unter einer Funktion ¢ tiber der Basistrans-
formation 0 : X — X lasst sich die Ausstromrate analog zu diskreten Sys-
temen definieren, wobei vorausgesetzt werde, dass(X, ji) ein endlicher
MafSraum ist. Mit dem Ausdruck LocH ist in diesem Fall eine messbare
Teilmenge AcX gemeint, die die Bedingung

o' (4)

t>0

1

||‘v—‘

X

erftillt, und fiir die die Menge

fiir jedes T € R messbar ist. Letzteres ist beispielsweise dann der Fall,
wenn die Menge A, dick” ist; hiermit ist gemeint, dass es ein € > 0 gibt,
sodass zu jedem (x,s) € Aeina € [0,¢ (x)) mit s € [a,a+ €] existiert,
fir das {x} x [a,a +¢] C X gilt.

Definition 2.4. Es sei A C X ein Loch. Die OBERE (UNTERE) AUS-
STROMRATE p (p) durch das Loch A ist gegeben durch

_ 1 _ _

p (A, @) =limsup ——logji ({(x,s) € X|VT € [0,#] : D (x,5) ¢ A}),

t—ro0 t

p (A ¢) = litrgglf—%logﬁ ({(x,s) € X|VT € [0,1] : Dr (x,5) & A}).
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Falls beide Werte iibereinstimmen, wird p (4, ¢) :==p (A, ¢) = p (A, ¢)
die AUSSTROMRATE des Lochs A genannt. a

Bemerkung 2.5. Die Ausstromrate dndert sich nicht, wenn das MafS j mit
einem Faktor A € R skaliert wird. Bei Betrachtungen die Ausstrom-
rate betreffend ist es daher nicht notwendig, das bei der Konstruktion
einer Stromung unter einer Funktion entstehende Maf3 i zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ zu reskalieren.

[BY2011] enthélt Betrachtungen zu der Frage, inwiefern die Ausstrom-
rate fiir die Abbildung [0,1] — [0,1], x — 2x mod 1 von Grée und Po-
sition des Lochs abhéngt. Im Falle einer Stromung kann neben Position
und Grofie des Lochs auch die Dachfunktion variiert werden. Diese zu-
sadtzliche Abhéngigkeit der Ausstromrate von der Dachfunktion kommt
in der Notation p (A, ¢) zum Ausdruck. Falls jedoch aus dem Kontext
eindeutig hervorgeht, dass nur einer der beiden Parameter variiert wird,
kann der Andere aus Griinden der Ubersichtlichkeit ausgelassen wer-
den.

Fiir (Halb-)Stromungen gilt ein Analogon von Satz 2.3.

Satz 2.6. Es seien A,B C X Licher, fiir die die Ausstromraten p (A) und
p (B) existieren. Dann gelten folgende Eigenschaften:

A. Wenn A C B, dann ist p (A) < p (B).
B. Fiiraller € Rxq gilt p (A) = p (D, (A)).
C. Fiiraller € Rxq gilt p (A) = p(Urejo, D7 (A))-

D. Wenn ¢ beschrinkt und 1y (A) messbar ist, dann gilt
(7 (1 (A))) = ().

Beweis. Eigenschaft (a) ergibt sich aus der Beobachtung, dass aus A C B
fur alle t > 0 folgt, dass

i ({(x,5) € X|VT € [0,t] : Pr(x,5) ¢ A})
>0 ({(x,s) € X|VT € [0,] : D (x,5) & B}).
Fiir (8) beachte man, dass
({(x,s) EX‘VTG [0,t] : D (x,5) ¢ A})
(@, ({ x,s) € X|VT € [0,1] : Dr (x,5) & A}))
) € X|VT € [0,t] : Pryr (x,5) 71})

Z
Z
Z
Z

({(x,
({(x,s) € X|VT € [0,1] : D¢ (x,5)

)})-

19
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Eigenschaft (c) erhélt man mittels
p(A) = }Lr?o—%logﬁ ({(x,s) e X|VT € [0,1] : D (x,5) & A})
= lim —Llogy ({(x,s) e X|VT € [0,t+7]:
D (x,5) & A})
. 1 _ < _
= tlgg—t_i_r log i ({(x,s) € X|VT € [0,] :
(I)T (X,S) é UT’E[O,Y] (D_:,l (Z) })
= lim —flogy ({(x,s) e X|vT € [0,1] :

t—o0
D (x,s) ¢ UT’G[O,r] q);’l (Z) })

o (Urepn @1 (A)).

Bei (D) gilt
o (7 (m (A))) = 0 (A)

wegen (a), und wegen der Beschranktheit von ¢ ergibt sich

by (M (m(A)) U o' (A),

T€[0,2-sup ¢|
sodass die umgekehrte Ungleichung nun aus (a), (8) und (c) folgt. O

Bemerkung 2.7. Sofern die Dachfunktion beschrankt ist, ist die Ausstrom-
rate eines Lochs also im Wesentlichen von seiner Projektion auf die
Basis bestimmt. Fiir messbare Mengen A C X wird die Ausstromrate
p(mr;* (A), @) daher zur Vereinfachung der Notation auch als p (A, ¢)
geschrieben und A als das Loch bezeichnet.

Bemerkung 2.8. Im Fall eines Lochs vom Typ A = 7r; ! (A) kann man
{(x,s) e X|VT € [0,#] : D (x,5) ¢ A} = {(x,5) € X|Na (x) > Npss (x)}

schreiben. Diese Formulierung wird sich in einigen Beweisen als hilf-
reich erweisen.

Beispiel 2.9. Es sei A C X ein Loch, fiir das die Ausstromrate p (A)
in der Basis existiert und einen positiven reellen Wert hat. Es ist mog-
lich, eine beschrinkte messbare Dachfunktion ¢ anzugeben, sodass fiir
die Stromung unter dieser Funktion die obere und untere Ausstrémrate
nicht zusammenfallen. Man wéhle dazu eine beschrdnkte und von Null
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weg beschrénkte Folge reeller Zahlen (1), € RY), sodass die Folge
(Xneq n/m),, o mehr als einen Haufungspunkt hat, und definiere
P =L Al(Upsoon(a))c T Y Tn e Ay =y
- nelN
Begriindung. Es sei Ry, == Y"1, fir m € N, es sei a ein Haufungs-
punkt von (Y)' 7, /m),, . und es sei my 7 co eine aufsteigende Folge

natiirlicher Zahlen, sodass die Folge (R, /my) fur k — oo gegen o

keIN
konvergiert. Es gilt

lim —Rilogﬁ ({(x,s) € X‘VT € [0, Ry ] : @ (x,8) ¢ ! (A)})

k—o0 1y,

1
= lim ———1o IR x € X|Ny=n
Jm - g(ﬂ;k ne i ({x € XINa })>

*) 1. 1
= hm—% logpu ({x € X|Nag > my})

k—o0 e -1
1
= — . A
PRGN

und somit folgt aus der Existenz von mehr als einem Haufungspunkt «,
dass obere und untere Ausstromrate der Stromung unter ¢ verschieden
sind. Die Gleichheit (%) gilt hierbei, da es gemdf8 der Definition der r,
eine Konstante K > 0 gibt, fiir die 0 < Kl<r,<K<oofiirallen € N
gilt. O

Beispiel 2.9 verdeutlicht, dass es im Allgemeinen fiir das Ermitteln der
Existenz der Ausstromrate nicht ausreicht, eine beliebige Teilfolge zu
untersuchen. Falls es jedoch eine Teilfolge ,mit gleichen Schrittweiten”
gibt, die konvergiert, so kann daraus auf die Existenz der Ausstromrate
geschlossen werden.

Lemma 2.10. Es sei ¢ eine messbare Funktion von X nach R, die von Null
weg beschrinkt ist. Ferner sei A C X ein Loch, fiir das es ein A € R+ gibt,
sodass der Grenzwert

. 1 = e : A
wi= Jim L log i ({(x,5) € X|¥r € [0,1]: @ (x,5) ¢ A})

existiert. Dann existiert fiir jede Folge (t)icpy — ©° von positiven reellen
Zahlen der Grenzwert

lim —%logﬁ ({(x,s) € X|VT € [0, 1] : P (x,5) ¢ A})

k—o0

und stimmt mit « ilberein. Folglich existiert die Ausstromrate p (A, ¢) und hat
den Wert a.
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Beweis. Die Folge (my ) sei durch my := [t /A] definiert. Es gilt
1 _ - _
— m—}()\logy ({(x,s) € X|VT € [0, (m — 1) - A] : D (x,5) ¢ A})
1 - _
<-— t—logﬁ ({(x,5) € X|VT € [0, 1] : P (x,5) ¢ A})
k

1 _ - _
_ Wlogy ({(x,5) € X|VT € [0,myA] : P (x,5) ¢ A}) .
Da die durch die untere beziehungsweise obere Abschatzung gegebenen
Folgen jeweils gegen a konvergieren, folgt dies auch fiir die von ihnen
eingeschlossene Folge. O

Bemerkung 2.11. Durch die Wahl der Schrittweite 1 in Lemma 2.10 er-
kennt man sofort, dass fiir ein Loch A C X die Ausstromraten p (A, 1)
beziiglich der Halbstromung unter der Dachfunktion 1 und p (A) beziig-
lich der Basistransformation tibereinstimmen.

Lemma 2.12. Es sei ¢ eine messbare Funktion von X nach R, die beschrinkt
und von Null weg beschriinkt ist. Ferner sei A C X ein Loch, beziiglich dessen
die Ausstromrate p (@) existiert. Dann gilt

p () = lim —flogyfp ({(xs €X¢)NA ) > N/ (x )})

t—ro0

= lim —%logy({xeX‘NA ) > N/ (x )})

t—oc0

Beweis. Es bezeichnen Xy, Xy und fi,, fiy die Réume und MaBe der zu
den Dachfunktionen ¢ beziehungsweise 1 gehtrenden Stromungen. Ge-
méfl Bemerkung 2.8 gilt

pl9) = i, ({009 < a2 2. ).

Die erste Gleichheit des Lemmas erhidlt man durch die Beobachtung
. 1. <
p(¢) = lim ——log i, ({(x,S) € X(p)NA = Nﬁs})

< i w7 ({59 € XN > Wy )
1

=t ({(os) € Xg|Na = N })

= lim —%log% ( (x,5) € XfP’NA = quo})

fim {
< tlgrglo—%logﬁ¢ ({(x,s) € Y(p’NA > Ntﬁs})

=p(9).
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Die zweite Gleichheit ergibt sich darauf aufbauend durch

p(g) = tlggo—%bg% ({(x,s) € qu‘NA > N;P})

<t it (50 € a2 7))
:}13;—%108 (71 ({(x9)  Talnva = w7 }))
s ({1330 )
<}52,—%1°g( o ({(09) € X Mg 2 NP )

=p ()

und

lim —%log( ({(x,s) € XH‘NA > Nf}))

t—o0

= lim —%log(‘u ({xEX‘NA ) >N/ (x )}))

t—o0

O

Satz 2.6 beschreibt Eigenschaften der Ausstromrate unter Verdnderun-
gen des Lochs. Der nachfolgende Satz sammelt erste einfache Eigen-
schaften der Ausstromrate bei Veranderungen der Dachfunktion.

Satz 2.13. Es seien ¢, 1 messbare Funktionen von X nach R, die beschrinkt
und von Null weg beschrinkt sind. Es sei zudem eine messbare Menge A C X
als Loch fixiert, beziiglich dessen die Ausstromraten p (¢),p (¢) existieren.

A. Wenn ¢ < ¢, dann ist p (@) > p (¢).
B. Fiiralle A € R gilt p (Ag) = Lo (9).

c. Wenn es eine beschriinkte, messbare Funktion x : X — IR gibt, sodass
P =¢+xob—x danngiltp (y) = p(¢).
Beweis. Nach Lemma 2.12 gilt
_ _ = ¢
pt0) = i~ o (o (< s 27 0})).

Vermoge dieser Gleichung folgt die Aussage (4) aus der Tatsache, dass

¢ < ¢ die Ungleichung NZ/} < N/ impliziert. Aussage () erhélt man aus

N?(P = NY. Fir Aussage (C) beachte man, dass Sy¥ = S, + x 06" — x
X

23
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und folglich |S,yp — S| < |x 06" — x| < 2-sup |x| =: ¢ < co. Hieraus
ergibt sich

Ny = min {n € N|Sy¢ >t} < min {n € N|S,pp —c > t} = N},

woraus man schlief3t, dass

0(p) = lim —%log (r ({xeX|Nax) = Nf (9)}))

t—o0

< lim —log (4 ({x € X|Ny () = MY, (0)}))

t—o0

= lim —%log (pt ({x S X‘NA (x) = N/ (x)}))

t—o0

=p(¥).

Auf analoge Weise erhilt man N;P < N/, und folglich p (¢) > p (y),
woraus sich die gewtinschte Gleichheit ergibt. O

Eigenschaft (c) besagt, dass Halbstromungen, deren Dachfunktionen
nur um eine Funktion der Form x o 6 — x, genannt KORAND, voneinan-
der abweichen, nicht anhand ihrer Ausstromraten unterschieden werden
konnen. Dies ist nicht tiberraschend, da bekannt ist,> dass (invertierba-
re) Stromungen isomorph sind, wenn ihre Dachfunktionen sich nur um
einen Korand unterscheiden.

Bemerkung 2.14. In Satz 2.13 kann anstelle der Ausstromrate auch die
obere oder untere Ausstromrate verwendet werden, um Aussagen fiir
Situationen zu erhalten, in denen die Ausstromrate nicht existiert.

5 Siehe [Gur1965, Theorem 1].
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Um die Ausstromrate fiir konkrete Systeme berechnen zu konnen, ist
es sinnvoll, die Situation, die betrachtet werden muss, so einfach wie
moglich zu gestalten. Bei der Behandlung von Halbstromungen unter ei-
ner Funktion bedeutet dies, dass man unter anderem die Dachfunktion
von einfacher Gestalt wahlen mochte. Um dennoch Ergebnisse fiir kom-
pliziertere Dachfunktionen ableiten zu konnen, ist es erforderlich, diese
komplizierten Dachfunktionen durch Einfache approximieren zu kon-
nen. Die Ausstromrate erlaubt ein derartiges Vorgehen, denn sie erfiillt
eine Stetigkeitseigenschaft beztiglich der Dachfunktion.

Satz 3.1. Es bezeichne X einen metrischen Raum. Man betrachte Halbstro-
mungen iiber einer Basistransformation 0 : X — X. Es sei (¢n),cp €ine Folge
positiver, messbarer, beschrinkter und von Null weg beschrinkter Funktionen
¢n * X = R, die gleichmifSig gegen eine positive, messbare, beschrinkte und
von Null weg beschrinkte Funktion ¢ : X — R konvergiert.® Uberdies sei ein
Loch A C X fixiert. Dann gilt, sofern die Ausstromraten existieren:

lim o (¢n) =0 (9)-

Beweis. Es sei 0 < ¢ < inf ¢. Es gibt ein N € IN, sodass fiir alle n > N
gilt ||¢ — ¢nl|, < e Hieraus folgt

9 (x)
info’

Ve X: |o(x)—¢@un(x)| <e
woraus sich die Ungleichung

1- = Vp<gu< (14—
inf ¢ P = Pn inf ¢ ¢

ergibt. Mit Satz 2.13 kann nun geschlossen werden, dass fiir die Aus-
stromraten gilt

1 1
Hig-p(q))ép(fpn)él_ — (o). (2)
inf ¢ inf @

Da & > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, impliziert dies die ge-
wiinschte Konvergenz p (¢,) — p (¢). O

6 Gleichmiflige Konvergenz bedeutet hierbei Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm
||l auf dem Raum der beschriankten Funktion von X nach R.
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Bemerkung 3.2. In Satz 3.1 reicht es aus, die Existenz der p (¢,) zu for-
dern. Dann kann das Argument des Beweises gemdfs Bemerkung 2.14
jeweils auf obere und untere Ausstromrate angewendet werden und so-
mit folgt die Existenz von p (¢) aus der Existenz der p (¢y).

Offenkundig kénnen auf Grund der Monotonieeigenschaft in Satz 2.13
(a) Approximationen von oben und unten fiir untere und obere Abschit-
zungen der wahren Ausstromrate herangezogen werden. Aber auch ei-
ne beliebige gleichméfiige Approximation kann fiir eine solche Abschit-
zung genutzt werden,wie aus Gleichung (2) ersichtlich ist.

Korollar 3.3. Es sei ¢ wie in Satz 3.1. Ferner sei § eine messbare Funktion
mit ||¢ — || < € < inf ¢. Dann gilt, sofern die Ausstromraten existieren:

e @) <p(9) S T ().

inf

1+ in?l/)

Wenn die Basistransformation 6 : X — X ein endlicher Markovshift
ist, so sind die einfachsten nichtkonstanten Dachfunktionen die arith-
metischen Zylinderfunktionen. Diese lassen sich nutzen, um beliebige
stetige Dachfunktionen zu approximieren.

Lemma 3.4. Es sei Annahme 1.14 erfiillt. Wenn die Dachfunktion ¢ : X — R
stetig ist, dann ist sie gleichmif$ig approximierbar durch Zylinderfunktionen
Pn = Z;":”l AinXin € Zn, wobei A;, € R ist und x;, die Indikatorfunktion
einer Zylindermenge bezeichnet. Zudem ist es moglich, hierbei die A; , von der
Form ki, - Ay mit k;,, € N, Ay € R zu wihlen. ¢ kann also insbesondere
durch eine Folge arithmetischer Zylinderfunktionen gleichmifig approximiert
werden.

Beweis. Die Aussage folgt aus der Tatsache, dass X kompakt und folglich
¢ gleichmifig stetig ist, sowie der Beobachtung, dass metrische Kugeln
in X gerade die Zylindermengen sind. O

Bemerkung 3.5. Man beachte, dass in Annahme 1.14 ein endliches Alpha-
bet vorausgesetzt wird. Die approximierenden Zylinderfunktionen ¢,
konnen folglich als eine endliche Linearkombination von n-Zylindern
gewdhlt werden (anstelle von Zylindern verschiedener Lange).

Aufgrund der Approximationsmoglichkeit aus Satz 3.1 kann man sich
bei der Untersuchung von Ausstrémraten von Halbstromungen unter ei-
ner Funktion weitgehend darauf beschrénken, arithmetische Zylinder-
funktionen als Dachfunktion zu betrachten und anschlieffend die Er-
gebnisse durch Stetigkeitsargumente auf stetige Dachfunktionen auszu-
dehnen. Der Vorteil arithmetischer Zylinderfunktionen als Dachfunktion
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liegt darin, dass man mittels Lemma 2.10 die Ausstromrate der Halbstro-
mung auf die Ausstromrate eines diskreten Systems zurtickfiihren kann,
da es ausreicht, das Ausstromverhalten beziiglich einer Folge mit glei-
chen Zeitabstanden zu untersuchen. Dieser Zeitabstand kann im Falle
einer A-arithmetischen Zylinderfunktion als A gewédhlt werden. Wenn
man nun zur weiteren Vereinfachung eine Zylindermenge A € C, als
Loch betrachtet, dann kann, da geméf Satz 2.6 (D) die Ausstromrate bei
gutartigen Lochern nur von der Projektion des Lochs auf die Basis ab-
hingt, das Loch von der Gestalt A = A x [0,A) gewahlt werden, was
dazu fiihrt, dass man anstelle der Stromung ® das diskrete System, das
durch die Transformation ®, gegeben ist, betrachten kann.

Der erste Schritt zur Berechnung von Ausstromraten fiir Halbstromun-
gen unter einer Funktion muss also sein, die Ausstromrate eines diskre-
ten Systems berechnen zu konnen. Dieser Schritt wird in Abschnitt 3.1
vollzogen. In Abschnitt 3.2 wird dies dann auf Halbstromungen tiber
Markovshifts ausgedehnt.
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3.1 BERECHNEN DER AUSSTROMRATE IN DISKRETEN SYSTEMEN

Man betrachte einen Endomorphismus 0 : (X, A, i) — (X, A, #). Um die
Ausstromrate dieses diskreten Systems beziiglich eines Lochs A C X zu
ermitteln, ist es notig, das Verhalten von

y({xEX’VO§k<n:6k(x)§éA})

zu untersuchen.” Hierbei kann zuerst festgehalten werden, dass die In-
dikatorfunktionen x, der Mengen {x € X|VO < k < n: 6 (x) ¢ A} fiir
n € N als

n—1

xn=[]@—-14) 06"
k=0
geschrieben werden konnen. Indem man xg := 1 setzt, erhdlt man den
Zusammenhang
Xnp1 = (L=14) - (xno6).

Von Interesse sind also die Werte von | x, dj. Dieses Integral kann mit-
tels des Transferoperators ausgedriickt werden.

Definition 3.6. Es sei 6 : (X, A, u) — (X, A p) ein Endomorphismus.
Durch

[ cfdu= [ fap 0

fur alle A € A, f € L%l (X) wird implizit der TRANSFEROPERATOR
(auch: Perron-Frobenius-Operator) L : L;14 (X) — L,ll (X) definiert.

Die rechte Seite von Gleichung (3) definiert ein MaB auf (X, .A), das
absolut stetig beztiglich y ist. Da f aus L%, (X) ist, kann mittels eines
Korollars zum Satz von Radon-Nikodym [LM19g4, Korollar 2.2.1] auf
die Existenz einer eindeutigen Dichte beziiglich u geschlossen werden
(gegebenenfalls nach Zerlegung von f in positiven und negativen An-
teil), welche dann als L f bezeichnet wird. Eine ausfiihrliche Darstellung
findet sich bei Lasota und Mackey [LM1994, Kapitel 3].

Bemerkung 3.7. Der Transferoperator ist offenkundig abhéngig vom zu-
grundeliegenden Maf y, verdndert sich jedoch nicht, wenn y nur mit
einem positiven Faktor skaliert wird.

Satz 3.8 ([LM1994, Kapitel 3.2 & 3.3]). Der Transferoperator hat folgende
Eigenschaften:

A. L ist linear.

7 Man beachte Bemerkung 2.2.
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B. Lf >0 fiiralle f € L' mit f > 0.
c [Lfdu= [ fdpufiirale f € L%
p. [(Lf)-gdu= [f-(goT) dyfiralle f € L' und g € L*™.

Definition 3.9. Es sei 6 : (X, A, 1) — (X, A, u) ein Endomorphismus,
und es sei ein Loch A C X gewdhlt. Der Operator L,), definiert durch

VfELli »Copf::»c((]l_]lA)'f)/

wird als TRANSFEROPERATOR DES OFFENEN SYSTEMS mit Loch A be-
zeichnet.

Die Betrachtung dieses Operators zur Untersuchung von Eigenschaf-
ten von Systemen mit Lochern geht mindestens bis auf Liverani und
Maume-Deschamps [LMD2003] zurtick. Eine solche Herangehensweise
findet sich auch in [KL2009] und [CKDE2013]. Die in Definition 3.9 ver-
wendete Notation und Bezeichnung orientiert sich an letzterer Arbeit.

Durch Induktion erhélt man die Aussage

/Eprdﬂzfxn'fd%

woraus sich angewendet auf f = 1 ergibt, dass

/ Lopldp = / Xn dp. ()

Folglich ist eine ndhere Betrachtung der Operatoren £ und £,, an-
gebracht. Zu diesem Zweck werde im Folgenden angenommen, dass
die Situation aus Annahme 1.14 vorliegt. Dann kann die Wirkung des
Transferoperators auf die Indikatorfunktionen von n-Zylindern explizit
angegeben werden als

1

| _ Prus .
i b)) = 2Ty ]y el O

Der Transferoperator bildet den Vektorraum Z,, der Zylinderfunktionen
auf n-Zylindern folglich in sich selbst ab. Als hilfreiche Beobachtung fiir
n > 2 ist aulerdem festzuhalten, dass

p([b1])
LUy, b, = Wb;]) “Poiby Loy, bl (6)

was bedeutet, dass £ (Z,) C Z,,_1.

29
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Da das Alphabet als endlich angenommen wurde, lédsst sich eine Ma-
trixdarstellung des Transferoperators auf dem Untervektorraum Z, von
L! angeben. Die Indikatorfunktionen Ljp,,...b,] der n-Zylinder bieten sich
fur eine naive Wahl der Basis an, aber Gleichung (5) deutet darauf hin,
dass die skalierten Funktionen 1/p ([by,...,by]) - 1y, . 5,] eine bessere
Wahl sein konnten. Tatsdchlich erlaubt diese Basis im Gegensatz zur nai-
ven Wahl das Angeben einer Matrixdarstellung des Transferoperators
auf Z,, die ohne die explizite Ermittlung des invarianten Mafles y des
Markovshifts auskommt; es reicht, die Ubergangsmatrix P zu kennen.
Die Matrixdarstellung M von £ beziiglich der Basis

1
dcec)
{ w(C) ’
hat dann die Form
M == ’
wobei jeder Abschnitt (. ... .) den Eintrdgen ungleich Null einer Zeile

der Ubergangsmatrix P entspricht und alle anderen Eintrige der Ma-
trix M Null sind.® Die Matrix M ist folglich ebenso wie P zeilensto-
chastisch und auch die Irreduzibilitidt von P tibertragt sich auf M. Das
Anwenden des Transferoperators £ auf eine Zylinderfunktion f € Z,
der Gestalt f = Y.cec, Ac/#(C) - Ic geschieht in der Vektor-Matrix-
Sprache durch das Multiplizieren des die Funktion beschreibenden Vek-

tors f = (Ac)cec, von rechts mit M:
Lf =M
Beispiel 3.10. Man greife das Beispiel 1.12 auf. Wenn man £ auf Z3
beziiglich der Basis
1
— . 1c
{ #(C)

8 Wenn es sich um einen vollen Shift handelt, bei dem es keine verbotenen Wérter gibt (also
P positiv ist), dann hat M die Grofe |S|" x |S|" und die Abschnitte (. ... .) entsprechen
genau den Zeilen der Ubergangsmatrix P.

C€C3}
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darstellt, erhdlt man ausgehend von der Ubergangsmatrix

r 1
2
3
3)
1

1 (

P 000 001 010 011 100 101 110 111
000 %1 2

001
010
011
100
101
110
111

B—W= O

die Matrixdarstellung

W=
QWIN
= NI
NI IS
Q=
QIN
WS =
W

I
WIN

AN

IN]eV)

Beispiel 3.11. Auf Z; ist die Matrixdarstellung von £ identisch mit der
Ubergangsmatrix P.

Wenn das Loch A ein n-Zylinder [ay,...,a,] ist, erhdlt man die Ma-
trix M,y des Transferoperators L., des offenen Systems beziiglich Z,
aus der Matrix von £, indem man in dieser die zu A gehorende Zeile
durch Nullen ersetzt. Da es zur Berechnung der Ausstromrate um das
Verhalten von 1 unter £, geht, stellt es keine Einschrankung dar, dass
diese Matrixdarstellung £ und £,, nur auf Z, und nicht auf ganz L!
beschreibt.

Bemerkung 3.12. Auch die Matrixdarstellung des Transferoperators L,
beziiglich eines Lochs A = (Jce; C mit I C Cy, das als endliche Verei-
nigung von n-Zylindern gegeben ist,? lasst sich aus M gewinnen. Dazu
miissen alle Zeilen Null gesetzt werden, die zu einem 1¢c mit C € [
gehoren.

Von Bedeutung fiir die Berechnung der Ausstromrate sind, wie an-
fangs bemerkt, die Integrale [ x, dy. Gemdf Gleichung (4) entsprechen
diese den Integralen [ Lyp1dp. Den Zusammenhang zwischen diesen
Integralen und der Matrixdarstellung von £, erhélt man durch die Be-
obachtung, dass das Integral einer nichtnegativen Zylinderfunktion

1
= Ao —=1ceZ
f= L e ales s

9 Dies beinhaltet die Moglichkeit eines Lochs A € Cy, mit m < n.
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gegeben ist durch

Da L, nichtnegative Funktionen auf nichtnegative Funktionen abbildet,
geniigt es zur Untersuchung von [ Ly,1dp, das Verhalten der zugehori-

gen Vektoren ngp und ihrer 1-Normen zu betrachten.™

Satz 3.13. Es gelte Annahme 1.14. Das Loch A C X sei ein m-Zylinder
[a1,...,am] € Cy, und es sei M die Matrixdarstellung von Eop Ly — Zy
mit n > m. Dann existiert die Ausstromrate, und es gilt

p(A)=—logr(M),

wobei r (M) den Spektralradius™ von M bezeichnet. Somit ist wegen Satz A.2
die Ausstromrate gleich dem Negativen des Logarithmus des betragsmiif$ig grofs-
ten Eigenwerts von M.

Beweis. Es kann ohne Einschrankung angenommen werden, dass M die
Matrixdarstellung beziiglich der Basis

1
— ¢
{ 1 (C)
ist, da ein Basiswechsel den Spektralradius nicht verdndert. Die Aus-
stromrate ist gegeben durch

CECn}

0(A) = lim —%logy ([rexo<i<k:d (v ¢a))

k—o0

. 1
= lim —%log/UO‘p]ldy

k—o0

— lim —log {/||1- M¥
Jim —log \/[[1- M¥||;
= —logr (M),
wobei die letzte Gleichheit aus Satz A.7 folgt. O

Fiir zylinderartige Locher ist das Aufstellen der Matrix zu L,, auf
Grundlage der Ubergangsmatrix P einfach. Die Berechnung der Aus-
stromrate kann also prinzipiell mittels Standardverfahren zur Berech-
nung von Eigenwerten erfolgen. Da die Anzahl der Basiselemente je-
doch mit wachsender Zylinderldnge des Lochs exponentiell ansteigt und

Man beachte, dass die hier verwendete Schreibweise 1 den Vektor zur Funktion 1, die
Eiberall den Funktionswert 1 hat, bezeichnet. Dies darf nicht mit dem dhnlich aussehenden
1 verwechselt werden, das den Vektor, dessen Eintrage alle 1 sind, meint.

Siehe Anhang A.1.
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Abbildung 3: Ausstromrate in Abhingigkeit vom gewéhlten Loch

so schnell zu sehr grofSen Matrizen fiihrt, ist dieses Vorgehen nur be-
dingt geeignet, wenn man numerische Ergebnisse gewinnen will. Ei-
ne geschicktere Basiswahl, die nur zu einem linearen Anwachsen der
Basiselemente fiihrt, wurde von Cristadoro, Knight und Degli Esposti
[CKDE2013] vorgestellt. Dieses Verfahren wird in Abschnitt 7.1 ndher
betrachtet, da es als Hilfsmittel zur Losung des Umkehrproblems der
Ausstromrate zum Einsatz kommt.

Die Beschreibung der Ausstromrate als Eigenwert einer Matrix er-
moglicht es, sie auch als Nullstelle eines Polynoms, ndmlich des cha-
rakteristischen Polynoms det (z - id — M) der Matrix M, aufzufassen. In
[CAM*2012] finden sich Methoden zur Bestimmung der eng verwand-
ten GroBe det (id — z - M) mittels cycle expansions, die zur Ermittlung
konkreter Polynome wesentlich effizienter sind. In der Tat entspricht der
in diesem Abschnitt genutzte Ansatz, eine Basis aus Indikatorfunktionen
von Zylindern einer fixen Lange zu verwenden, eher dem Gedanken der
level sums, tiber die es bei Cvitanovié¢ heif3t:

,The least enlightened are the ‘level sum’ cycle averaging
formulas. There is no point in using them, except that they
have to be mentioned [...], as there is voluminous literature
that uses them.” [CAM 2012, Kapitel 20]

Um die in diesem Abschnitt dargelegten Ergebnisse auf Stromungen
unter einer Funktion anzuwenden, wird sich die hier verwendete Ma-
trixgestalt jedoch als vorteilhaft erweisen, da sie es einfach macht, Ver-
danderungen der Dachfunktion zu formulieren.
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Beispiel 3.14. Fiir das System aus Beispiel 1.12 wird in Abbildung 3
dargestellt, wie die Ausstromrate von der Wahl des Lochs abhédngt, wenn
das Loch als 4-Zylinder gewéhlt wird.
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3.2 BERECHNEN DER AUSSTROMRATE FUR HALBSTROMUNGEN UN-
TER EINER FUNKTION

Es werde vorausgesetzt, dass Annahme 1.15 erfiillt ist und auflerdem die
Dachfunktion ¢ stetig ist. Es sei A := [ay,...,a,;] C X ein zylinderartiges
Loch.™

Da X kompakt ist, ergibt sich aus Satz 3.1 und Lemma 3.4, dass man
zur Ermittlung der Ausstromrate anstelle von ¢ die approximierenden
(arithmetischen) Zylinderfunktionen betrachten kann. Daher werde im
Folgenden angenommen, dass ¢ eine arithmetische Zylinderfunktion
der Gestalt

p=A- Z k[b1,...,bn] iy, b, @)
(by,eesbn) X

ist, mit n > m, A € R und ky,, 5, € N fiir alle (by,...,by) € Zp.
Fiir das Loch A C X kann anstelle von 71; ' (A) wegen Satz 2.6 () auch
A = A x [0,A) gewidhlt werden, ohne dass sich die Ausstromrate dndert.
Auf Grund von Lemma 2.10 reicht es aus, den Grenzwert

]}L}%—alogy ({(x,s) € X|VT € [0,kA] : D¢ (x,5) & A})

zu untersuchen. Dieser Ausdruck kann auf Grund der speziellen Gestalt
von Loch und Dachfunktion weiter vereinfacht werden, denn

¢ A )

1 _
:—Hlogy ({(x s) € X|(x, s)éTGLOJk/\]dD })
1=0

- _ %logﬁ ({(x,s) € X‘VO <Il<k: CIDZ)L (x,8) ¢ 17\})

|
—
o
aQ
=I
—~
—~
&
@
m
o
<C
,-‘(
m
O
=
=
'9'
~
><
m

(x,8) € X|(

Anstelle der Halbstromung & reicht es also aus, das zu der Transfor-
mation ®, gehorende diskrete System zu betrachten. Analog zu den
Bezeichnungen in Abschnitt 3.1 bezeichne £ den Transferoperator zu
@, beziiglich des Mafes i, und L,, bezeichne den Transferoperator des
offenen Systems mit Loch A. Um eine niitzliche Matrixgestalt fiir £,, an-
geben zu konnen, muss eine Basis eines Teilraums von L}, (X) gewdhlt

12 Man beachte Bemerkung 2.7.
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werden, der von Zop in sich selbst abgebildet wird und 1 enthélt. In Ab-
schnitt 3.1 wurde diese Basis fiir einen Markovshift auf Grundlage der
Zylindermengen gebildet; in der Halbstrémungssituation muss dieser
Zugang erweitert werden.

Der Raum X kann disjunkt in die Mengen

Cx[(k—=1)AkA) mitC e Cpk e N,0 <k <kc

zerlegt werden. Fiir die Indikatorfunktionen dieser Mengen ldsst sich
das Wirken des Transferoperators ermitteln:

1

(B b)) Ly, b x[(k-1)A k)

1
Fornl)” Worbulx ADoK <Koy, b ©)
Pby,s —
YseS 7l ) Moarbusix04) K = Kioy, b,
Durch die Wahl von

CeCn,ke]N,0<k§kc}

{1 1
7 (C) Cx[(k=1)AkA)

als Basis des von ihr erzeugten Unterraums Z, C L% (X), erhalt der

Transferoperator £ auf Z, die Blockmatrixgestalt

(10)

' ) ,
( (b1, /bn],[c1,s0n) (D1,1vb1),(C1,-verCn ) XD

wobei die Blocke By, . 5,1,p,,...b,) @uf der Diagonalen von der Grofe

.....

0 1
0 1
0 1
* 0 0

haben. Die restlichen Blocke sind von der Groe kpp, .1 X k[, .. ,] und
haben die Form
0 --- 0
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Der mit * gekennzeichnete linke untere Eintrag eines Blocks hat den
Wert (M) gy, b1, fcr,....ca] WOPEL M die Matrixdarstellung des Transferope-
rators zu 0 beziiglich Z;, wie in Abschnitt 3.1 dargelegt, bezeichnet. Die
L beschreibende Matrix M hat folglich insgesamt Z(bl,...,bn)ezg Koy, o]
Zeilen und Spalten und ist ebenso wie M zeilenstochastisch.

Die Matrixdarstellung ]\710,, von Z',op erhilt man aus der von £ durch
das Nullsetzen der zu A := A x [0,A) gehdrenden Zeilen. Fiir Locher,
die sich als endliche Vereinigung derartiger Mengen schreiben lassen,
gilt das Analogon von Bemerkung 3.12.

Beispiel 3.15. Es werde auf den Markovshift aus Beispiel 1.12 als Basis-
transformation zurtickgegriffen. Die Dachfunktion sei durch

Q=2 (]1[00] + 1[01]) +3- (]1[10] + ]1[11]>

und das Loch durch A := [11] gegeben. Dann erhélt man fiir £,, die
Matrixdarstellung

[00] x

[01]x
[0,1) [1,2) ‘ [0,1)

‘ [10] % ‘ [11] %
[1,2) [0,1) [1,2) 2,3) [0,1) [1,2) [2,3)

=
LNt
W o

0

1)
oyx 01 (1]

[SISTN)
O
NS

=
@i
o

e
R o
o

Mittels der Matrixdarstellung von Zop auf Z, kann ein Analogon von
Satz 3.13 formuliert werden.

Satz 3.16. Es gelte Annahme 1.15 mit einer arithmetischen Zylinderfunktion
¢ € Zy als Dachfunktion. Ferner sei das Loch A durch einen m-Zylinder
[a1,...,am] € Cy mit m < n gegeben, und es sei MOP die Matrixdarstellung
von Lop : Zn — Zy. Dann existiert die Ausstromrate, und es gilt

1 _
P (A g) =~ logr (M),

wobei r (Mop) den Spektralradius von Moy bezeichnet. Somit ist wegen Satz A.2
die Ausstromrate gleich dem Negativen des Logarithmus des betragsmiifSig grofs-
ten Eigenwerts von M,p.

Zum Beweis zeigt man analog zur Argumentation in Satz 3.13, dass
die zum Loch A X [0,A) und der diskreten Transformation ®, gehoren-
de Ausstromrate gleich —logr (M,p) ist. Anschliefend muss nur noch,
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wie aus Gleichung (8) ersichtlich, durch A geteilt werden, um die Aus-
stromrate zum Loch A und der Halbstromung ® zu erhalten.

Korollar 3.17. Es gelte Annahme 1.15 mit einer stetigen Dachfunktion ¢. Fer-
ner sei das Loch A ein m-Zylinder [ay, ..., ay] € Cy. Dann existiert die Aus-
stromrate p (A, ¢).

Beweis. Wegen Lemma 3.4 kann ¢ gleichméfig durch arithmetische Zy-
linderfunktionen approximiert werden. Es sei (@), €ine solche Ap-
proximation von unten und (), eine von oben. Aus Satz 3.16 folgt,
dass die Ausstrémraten p (¢,) und p (¢,) fiir alle n € IN existieren. Da
beide Funktionenfolgen gleichmifiig gegen ¢ konvergieren — eine von
unten, die andere von oben — und die Grenzwerte der Folgen der Aus-
stromraten existieren, da die Folgen beschrankt und monoton sind auf-
grund der Monotonieeigenschaft aus Satz 2.13 (a), folgt aus Korollar 3.3,
dass die Grenzwerte der Folgen der Ausstromraten tibereinstimmen. Mit
Bemerkung 2.14 folgt nun

lim p (¢n) < p (@) <p(@) < lim p (¢n)

n—o0 n—o0

und somit stimmen wegen der Gleichheit der zwei Grenzwerte obere
und untere Ausstromrate von ¢ iiberein, was bedeutet, dass p (¢) exis-
tiert. O

Die Approximation stetiger Funktionen durch spezielle Zylinderfunk-
tionen erlaubt es, Ndherungswerte und Fehlerabschidtzungen fiir die
Ausstromrate zu berechnen. Die dabei auftretende Matrix wird jedoch
sehr schnell enorm grof. Im Gegensatz zur Situation in Abschnitt 3.1, wo
die Matrix fiir ein Loch A = [ay,..., 4] € Cy eine Zeilen- und Spalten-
zahl von |ZZ‘| hat (fiir einen vollen Shift also |S|™), ist dieser Wert blof8
eine untere Schranke fiir die Matrix im Fall einer Halbstromung unter
einer Funktion. Die Approximation einer stetigen Dachfunktion fiihrt —
sofern die Funktion nicht konstant auf n-Zylindern fiir ein gewisses n ist
— zur Notwendigkeit, immer feinere Partitionen der Basis zu verwenden.
Desweiteren miissen — sofern die zu approximierende Funktion nicht
nur Werte in rZ fiir ein gewisses r € R annimmt — bei kleiner werden-
dem Skalierungsfaktor A, der gewissermafSen die vertikale Schrittweite
beschreibt, auch die kp, . p,] immer weiter anwachsen. Neben der Lan-
ge des Lochs ist also vor allem die gewtinschte Approximationsgiite der
Dachfunktion fiir das Wachstum der Matrix verantwortlich.

Eine Moglichkeit, den betragsmifsig maximalen Eigenwert der Ma-
trix zu bestimmen, ist es, das charakteristische Polynom zu ermitteln
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[0000] [0001] [0010] [0011] [0100] [0101] [0110] [0111] [1000] [1001] [1010] [1011] [1100] [1101] [1110] [1111]

Abbildung 4: Approximation einer stetigen Funktion durch Zylinderfunktionen

und die maximale Nullstelle zu finden. Wenn man an einer numeri-
schen Approximation der Nullstelle interessiert ist, kann man ausnut-
zen, dass bekannt ist, dass dieser Eigenwert betragsmaflig < 1 ist'3 und
somit 1 ein guter Startwert fiir ein Verfahren zur Nullstellenbestimmung
ist. Das charakteristische Polynom der Matrix ldsst sich nicht nur als
det (z - id — M) aus der Matrixdarstellung des Transferoperators L,, des
offenen Systems bestimmen, sondern durch eine Umformulierung kann
man es als eine Determinante schreiben, die die Einfliisse von Dachfunk-
tion und Basistransformation klarer hervortreten lésst.

Lemma 3.18. Es sei ]\710,, eine Blockmatrix von der in Gleichung (10) und den
darauf folgenden Gleichungen beschriebenen Gestalt, die von einer Matrix M,
einem Vektor (kc)cec, € NSl und einem Loch A herkommt. Dann gibt es
eine € {—1,1} mit

wobei Moy aus M durch das Nullsetzen aller zu A gehorenden Zeilen entsteht.

Beweis. Zuerst stelle man fest, dass aufgrund der speziellen Blockmatrix-
gestalt gilt

det (z - id — My,) = det (z-id - M),

Die Matrix M ist nichtnegativ und zeilenstochastisch, hat also 1 als betragsmaflig maxima-
len Eigenwert. Da M,, aus M durch das Nullsetzen gewisser Eintrdge entsteht, sind die
Zeilensummen < 1 und man kann folgern, dass der betragsmiflig maximale Eigenwert
ebenfalls hochstens 1 ist.
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wobei Z\7I:)p jene Matrix bezeichnet, die sich aus M,, und dem Vektor

(kc)cec, € NIl ableitet. Anschaulich bedeutet dies, dass sich die De-
terminante des Operators nicht verdandert, wenn man das Loch in Ein-
klang mit Satz 2.6 (D) abandert; hier heifit dies, dass man A nicht als
A x [0,A) wahlt, sondern als A X [(kg — 1) A, kaA) (sofern A € C; falls
A eine Vereinigung von n-Zylindern ist, verfahrt man analog fiir jeden
n-Zylinder C C A).

Im Wesentlichen sind die Blocke B¢ ¢ auf der Diagonalen von Interes-
se. Diese sind von der Gestalt

z -1
Bee = S p
=1
—mclc V4

wobei die mcp mit C,D € C, die Eintrdge von M,, bezeichnet. Wenn
man nun von rechts beginnend nacheinander jede Spalte mit z multipli-
ziert und auf jene zu ihrer Linken addiert, erhélt man

0 -1

e —mee el 22 2

Diese Spaltenoperationen kann man auch auf der kompletten Matrix
z-id — ]\71:7}7 durchfiihren. Dabei dndert sich die Determinante nicht, und
auch die Eintrdge aufierhalb der Diagonalblocke bleiben unverdndert,
da in den Blocken aufierhalb der Diagonalen jeweils nur Nullen hinzu-
addiert werden.

Wiederum aufgrund der speziellen Blockgestalt kann man die Diago-
nalblocke durch

0 -1

0 -1
zZke — mcc O 0

ersetzen ohne die Determinante zu verdandern. Wenn man nun die Zei-
len und Spalten der grofien Matrix neu sortiert, sodass der neu entstan-
dene diag (—1,..., —1)-Teilblock nach links oben wandert, dndert sich



3.2 BERECHNEN DER AUSSTROMRATE FUR HALBSTROMUNGEN

nur das Vorzeichen der Determinante. Da die hierbei zu bewegenden
Zeilen und Spalten aufierhalb des Diagonalblocks nur Nullen enthalten,
erhdlt man schliefflich durch Anwenden der beschriebenen Schritte auf
alle Diagonalblocke eine Matrix der Gestalt

-1

—1
diag () .., = Moy

deren Determinante sich von det (z - id — M,) héchstens um das Vorzei-
chen unterscheidet. Da der Block links oben nur eine Potenz von —1 als
Faktor zur Determinante beisteuert, erhédlt man die gewiinschte Gleich-
heit. O

Bemerkung 3.19. Die Idee hinter Lemma 3.18 ldsst sich auch nutzen, um
den Faktor 1/A — der in Satz 3.16 notig ist, um die Berechnung der
Ausstromrate einer A-arithmetischen Dachfunktion zu bewerkstelligen,
indem man sie als reskalierte 1-arithmetische Funktion auffasst — be-
reits in die Matrix zu integrieren. Anstatt den Logarithmus des grof3-
ten Eigenwerts durch A zu teilen, kann man auch den Logarithmus
der A-ten Wurzel nehmen. Die A-te Wurzel wiederum ist eine Nullstel-
le des Polynoms, das sich, in der Sprachregelung von Lemma 3.18, als

det(diag (z)‘kc) cec

Big grofite Nullstelle durch einen positiven reellen Wert realisiert wird,
tibertragt sich diese Eigenschaft auch auf das mit A > 0 modifizierte
Polynom. Somit kann die komplette Beschreibung der Dachfunktion
@ € Z in die Exponenten des Polynoms und damit auch in die be-
tragsmaflig grofite Nullstelle verlagert werden. Aus Stetigkeitsgriinden
ergibt sich, dass man so auch die Ausstromrate von Zylinderfunktionen
mit reellen Funktionswerten unmittelbar beschreiben kann, anstatt nur
die solcher mit Funktionswerten in AIN.

— Mop) ergibt. Da bekannt ist, dass die betragsma-

Beispiel 3.20. Es werde der Markovshift aus Beispiel 1.12 zugrunde ge-
legt. In Anlehnung an Beispiel 3.15 werde das Loch A := [11] und die
Schar der Dachfunktionen

9= (2450 (oo + W) ) + 2+ (1= 1)+ (Ao + 1))
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Abbildung 5: Ausstrémraten der ¢; aus Beispiel 3.20

A\ 4
-~

fiir t € [0, 1] betrachtet. Die relevanten Polynome sind

1 _ 245t
3—2
5t

O R O

2
3
g2+
fi (z) == det )
3
0

1 1
10 8—t 5
=z —-z0 ==z,
3 6
Abbildung 5 zeigt, wie sich die Ausstromrate verdndert, wenn man

durch Variation von t verschiedene Dachfunktionen betrachtet.
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Aus Satz 2.13 ist bekannt, dass die reziproke Ausstromrate p~! = 1/p in
Abhingigkeit von der Dachfunktion positiv homogen ist und eine Mono-
tonieeigenschaft erfiillt. Mittels dieser zwei Eigenschaften ist es immer
moglich, aus der Kenntnis der Ausstromrate zu einer Dachfunktion ei-
ne obere und untere Abschédtzung fiir die Ausstromrate einer beliebigen
anderen Dachfunktion zu gewinnen, jedoch ist diese Technik des Ab-
schitzens recht ungenau, wenn die Dachfunktionen in der ||-||,-Norm
nicht nah beieinander liegen. Gerade wenn man eine Situation wie in
Beispiel 3.20 betrachtet, wo gewichtete Mittel zweier Dachfunktionen
betrachtet werden, tritt dies auf. Eine Information tiber Konvexitit oder
Konkavitit der Ausstromrate wiirde hier bessere Abschédtzungen erlau-
ben. Zwar legt die Grafik zu Beispiel 3.20 die Vermutung nahe, dass p
konvex ist, jedoch ist dies allgemein nicht richtig, wie das Beispiel 4.1
zeigt.

Beispiel 4.1. Es sei 0 : X — X ein Bernoullishift auf dem Alphabet
{0,1,2} mit der tiberall gleichen Ubergangswahrscheinlichkeit 1/3. Dann
erhilt man fiir das Loch A := [1] und die Schar der Dachfunktionen

Pt = 1+f~]l[0] +(1—t) -]1[2]
den in Abbildung 6 illustrierten Zusammenhang zwischen t und p (A, ¢:).

Offenbar ist die Ausstromrate also im Allgemeinen nicht konvex oder
konkav. Tatsdchlich stellt sich heraus, dass es bei Fragen der Abhingig-
keit von der Dachfunktion sinnvoll ist, die reziproke Ausstromrate o~
zu untersuchen, denn diese ist konvex, wenn die Basistransformation
ein Markovshift ist.

Theorem 4.2. Man betrachte Halbstromungen unter den stetigen Funktionen
¢ und  iiber der Basistransformation 6 : X — X, die Annahme 1.14 erfiille.
Es gelte 0 < infp < sup ¢ < oo sowie 0 < infip < supp < oo. Das Loch
A C X sei eine Zylindermenge. Dann gilt:

vte[01]: p M (tp+(1—t)-p)<t-p(p)+(1—1t)-p " (¥)

Der Beweis dieses Therorems wird in Abschnitt 4.2 gegeben werden.
Dabei wird die Aussage zuerst fiir arithmetische Zylinderfunktionen ge-
zeigt und anschliefiend auf Basis der Approximationsidee aus Satz 3.1
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p (@)
0271 £

0,269

0,267

0,265

0,263 L 1 1 1 1 L 1 1 1 1 ; t
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 6: Ausstrémraten der ¢; aus Beispiel 4.1

auf stetige Funktionen ausgedehnt. Zuvor werden in Abschnitt 4.1 fiir
den Beweis notwendige Konzepte aus der Amobentheorie, einem Binde-
glied zwischen algebraischer und tropischer Geometrie, eingefiihrt. In
Abschnitt 4.3 wird ein alternativer Beweis erbracht werden, der auf ei-
ner Beschreibung der Ausstromrate als induziertem Druck basiert.

Korollar 4.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.2 ist p~ ! sublinear:

VAL A ERSg: p t (A @+ Az ) S A -p (@) + A2 ()

Beweis. Nach Satz 2.13 ist p~! positiv homogen und nach Theorem 4.2
konvex. Aus diesen beiden Eigenschaften folgt gemafs der Theorie kon-
vexer Funktionen (siehe beispielsweise [AB1994, Definition 4.30]), dass
p~! sublinear ist. O

Wie Beispiel 3.20 bereits gezeigt hat, kann aus der Konvexitit von p~!
nicht geschlossen werden, dass p konkav ist. Die schwéchere Eigenschaft
der Quasikonkavitdt kann jedoch fiir p gezeigt werden.

Definition 4.4. Eine Funktion f : V — R auf einer konvexen Teilmenge
V eines reellen Vektorraums heifst QUASIKONKAV, wenn

Vo, v, € V,t€[0,1]: f(tvy+ (1 —t)vp) >min{f (v1),f (v2)}.
Korollar 4.5. Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.2 ist p quasikonkav.

Beweis. p~ ! ist positiv und konvex auf der Menge der positiven stetigen
Funktionen auf X. Daher ist p nach [Flo1995, 2.3.2 (ii)] quasikonkav. [J
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4.1 AMOBEN

Gemdfs Lemma 3.18 sind die Nullstellen von Polynomen der Gestalt

x = det(D — M) von besonderem Interesse, wobei M € RLj" mit

r(M) € (0,1) und D := diag(z",...,2F) mitk; € N fari = 1,...,n.
Im Kontext von Ausstromraten kodieren die Exponenten k; der Eintrége
von D die Hohe der Dachfunktion tiber den Zylindermengen der Basis.
Um die Ausstromraten von verschiedenen Dachfunktionen zu untersu-
chen, miissen diese Exponenten variiert werden.

Es kann mehr Struktur in dieses Problem gebracht werden, indem
jedes zki durch eine eigene Unbestimmte z; und die Bedingung z; = zXi
ersetzt wird. Es sei also E := diag(zy,...,z,) und f := det (E — M). Die
Nullstellenmenge von x kann dann als

{xeC\X(x):O}:{xeC

zi = xFifir1 <i < n;f(z1,...,20) = O}

geschrieben werden. Da die betragsmafsig maximale Nullstelle A von x
reell und positiv gewiahlt werden kann,'# ldsst sich fiir sie die Bedingung
z; = AKi logarithmiert als

logz; =k;-logA

schreiben. Die k; treten jetzt nicht mehr als Exponenten auf, die Situation
wurde durch das Logarithmieren linearisiert. Offensichtlich kann dieses
naive Logarithmieren nicht auf alle Elemente der Nullstellenmenge an-
gewendet werden, da diese im Allgemeinen nicht ausschliefilich positiv
und reell sind. Man kann sich jedoch ohne relevanten Informationsver-
lust auf Elemente ungleich Null beschranken, da eine Nullstelle 0 unab-
héngig von der Wahl der k; und somit uninteressant fiir das Verhalten
der Ausstromrate bei Verdnderungen der Dachfunktion ist. Fiir Elemen-
te ungleich Null kann durch das Vorschalten der Betragsfunktion sicher-
gestellt werden, dass man anschliefend den Logarithmus nehmen kann;
die reellen positiven Elemente, die von besonderem Interesse sind, wer-
den dabei nicht verdndert. Wenn dieser Logarithmierungsschritt kom-
ponentenweise auf die Nullstellenmenge von f in C" angewendet wird,

dann entspricht die Nullstelle A einem Schnittpunkt der Geraden kIR mit
dieser logarithmierten Nullstellenmenge, denn es gilt

logA € {77 € IRW € {(IOg zil)iz1,...n € R"

ZeT, f(Z) =0}}, ()

wobei T" := (C\ {0})" den KOMPLEXEN n-TORUS bezeichnet und  komplexer
n-Torus

14 Man kann gemif3 Satz A.4 A = r (M) wahlen.
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} | log Izl
3 4

Abbildung 7: Amdbe des Polynoms (21 — %) . <22 — %) — %

f (z) eine verkiirzte Schreibweise fiir f (z1, ..., zy) ist. Es liegt die Ver-
mutung nahe, dass auf Grund der Extremalitdt von A als Nullstelle von
X auch dieser Schnittpunkt durch eine Extremalitdtseigenschaft charak-
terisiert ist. Man muss jedoch beriicksichtigen, dass die urspriinglichen
Bedingungen z; = xi nach dem Riickiibersetzen aus den logarithmi-
schen Schnittpunktbedingungen log |z;| = k; - log x nur betragsméfig
als |z;| = x*i gelten und somit die ,Kopplung” der Argumente der
komplexen Zahlen verloren geht. Es konnen in der logarithmischen Welt

folglich Schnittpunkte mit kIR entstehen, die zwar zu f, nicht jedoch zu
X gehoren. Lemma 4.9 wird sicherstellen, dass dies bei den fiir die Aus-
stromrate relevanten Punkten nicht der Fall ist.

Zuerst gilt es jedoch, den Logarithmierungsschritt zu formalisieren.
Als Grundlage hierfiir kann die Arbeit von Gelfand, Kapranov und Ze-
levinsky [GKZ1994] dienen, wo erstmals die Bezeichnung Amdobe fiir lo-
garithmierte Nullstellenmengen von Polynomen eingefiihrt wurde.

Es bezeichne Log : T" — R" die Abbildung

(x1,...,xz) = (log|x1],...,log |xx]).
Definition 4.6 ((GKZ1994, 6.B.1.4]). Essei f € C [zy, ...,z ein Polynom,

und es sei Zy := {x € T"|f (x) = 0}. Die Menge A := Log (Zf) C R"
wird AMOBE des Polynoms f genannt.
Die Bezeichnung Amobe leitet sich vom Aussehen dieser Objekte im

zweidimensionalen Fall ab. Die in Abbildung 7 zu erkennenden , Tenta-
kel”, die sich immer weiter verjiingen, sind eine Besonderheit im Zweidi-
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mensionalen, da dort der Flicheninhalt einer Amobe immer endlich ist,
wihrend ab Dimension drei das Volumen einer Amobe im Allgemeinen
unendlich ist.”>

Satz 4.7 ([GKZ1994, Korollar 6.1.6]). Es sei f € C|zy,...,zy] ein Polynom
und Ay die zugehorige Amdbe. Dann sind die Zusammenhangskomponenten
des Komplements j‘% jeweils offene konvexe Mengen.

Von besonderem Interesse im Kontext von Ausstromraten sind reelle
Polynome, die sich als charakteristische Polynome von nichtnegativen
Matrizen mit Spektralradius kleiner als Eins ergeben.

Lemma 4.8. Essei M € RLY" mitr (M) € (0,1), essei E == diag (z1, ..., zn),
und es sei f (z1,...,zu) = det (E — M). Dann ist 0 ¢ Ay

Beweis. Man nehme an, dass 0 € Ay. Dann gibt es ein x = (x; Xn)
aus C" mit |x;| = 1 fir alle i = 1,...,n, welches f(x) = O erfullt
Es sei D = diag(x,...,%n). Folghch ist det (DE — M) ( ) = 0. We-

gen det (DE — M) = det (D) - det(E — D~ 1M) und det (D) # 0 folgt,
dass D~'M den Eigenwert 1 hat. Dies widerspricht jedoch der sich aus
Satz A.8 ergebenden Aussage r (D~!M) < r (M) < 1. O

Es sei weiterhin f (z1,...,2z,) = det (E — M) fiir E := diag(z1,...,2x)
und M € RE5" mit r (M) € (0,1). Man setze fiir k € RZ,

0 (.Afj) = —max{q € ]R‘nE € Af}.

Es ist gerechtfertigt, das Maximum anstelle des Supremums zu nehmen,
da A abgeschlossen ist. Man beachte, dass die betreffende Menge nicht
leer ist, da aus Gleichung (11) bekannt ist, dass sie log A enthilt.

Lemma 4.9. Es sei M € RZ3" mit r (M) € (0,1), und es bezeichne E die
Diagonalmatrix diag (z1, . ..,zn). Ferner seien f (z1,...,zy) = det (E — M)
und x (z) == f(2,...,2") € Cz] mit k = (ky,...,kn) € N". Dann gilt

A= exp (—Q (.Af,a) =max {|x| e Rlx € C, x (x) =0}.

Beweis. Gemaf3 der Definition von A gibt es ein (xi,...,x,) € C" mit
log |xj| = kj-logA und f(x1,...,%,) = 0. Schreibt man die x; in Polar-
koordinaten als Aie'?i, so lasst sich die Eigenschaft f (x1,...,x,) = 0
als

det (diag (ei"’l,...,ei(”") - diag (/\kl,...,)\k”) —M) =0

15 Siehe Korollar 1 und die darauf folgende Bemerkung bei Passare und Rullgard [PR2004].
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reformulieren. Folglich ist A die betragsmafiig maximale Nullstelle von
det(diag (zkl,. ..,zk") — diag (e”"”l, . ..,e’i‘/’") - M). Eine Anwendung
von Lemma 3.18 liefert, dass A auch als die betragsméfiig maximale
Nullstelle von det (z-id — M) angesehen werden kann, wobei M die
von diag (e7'1,...,e"'%r) - M gemiB Gleichung (10) auf Seite 36 ab-
geleitete Blockmatrix bezeichnet. Wenn nun M’ die von M abgeleitete
Blockmatrix bezeichnet, so gilt der Zusammenhang M = D]\j[l mit einer
Blockdiagonalmatrix D, bestehend aus den Blocken diag(ef“”f L1, 1)
der Grofe k; x kj. Da M’ von M die Eigenschaft erbt, nichtnegativ zu
sein, gibt es einen betragsmifig maximalen Eigenwert A’ von M, der
reell ist (Satz A.4). Wegen Satz A8 gilt A = r (M) < r(M/) = A und da
der Eigenwert A’ von M’ ebenso zu einem Ak € A 7 fithrt, muss A > A

gelten, also A = A'. Da x nach Lemma 3.18 die Eigenwerte von M als
Nullstellen hat, folgt die zu beweisende Aussage. O
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4.2 BEWEIS DER KONVEXITAT VON p !

Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.2. Die Basistransformati-
on 0 : X — X erfiille also Annahme 1.14 und das Loch A C X sei ein
m-Zylinder. Es sei

p=A- Z kc-1¢c € Z,
CeCy

mit n > m, A € Rund kc € N fiir alle C € C;,. Es bezeichne M, die
in Abschnitt 3.2 hergeleitete Matrixdarstellung von L, : Z;, — Z; und

k € NIC| den Vektor, dessen Eintrige die Hohen k¢ der Dachfunktion
beschreiben. Nach Satz A.10 gilt r (M,,) < 1. Falls r (M,,) = 0, so
gilt p (A, ¢) = oo fiir alle Dachfunktionen ¢ und die Konvexitit folgt.
Im Folgenden werde also r (M,,) € (0,1) angenommen.

Es sei f := det(diag (z¢)cec, — Mop). Aus Lemma 3.18 und Lem-

ma 4.9 folgt, dass )
P (Aq)) =Q (Af,k) : (12)

Da0 ¢ A 5 nach Lemma 4.8, wird durch 0 eine Zusammenhangskom-
ponente O des Komplements Ajcc der Amobe ausgezeichnet. Aus der
Definition von ¢, und da Gleichung (12) impliziert, dass ¢ > 0, ergibt
sich, dass

0 (.Af,E) = —max{iy € R’n% € Af}
= —inf{y e RSO‘UE co}
= sup{;y € IRZO‘WE € —O},

woraus man durch Kehrwertbildung und Ausnutzung der positiven Ho-
-1

mogenitdt von p~ " zuerst
L _ 1 %
P (9)=¢ (Af, k)

inf {1 € R>g
7 >

17% € —O}

inf{}y € ]RZO‘E en- (—O)}

erhilt und schliefllich

o (g)=0o" (Af//\E) = inf{n € leoW €n- (—O)}. (13)
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Die rechte Seite in Gleichung (13) ist das EICHFUNKTIONAL (auch: Min-
kowsszunktzonal englisch: gauge) der konvexen Menge —O und als sol-
ches ist o~ (.A e ) eine konvexe Funktion von ¢ € R". 16 Die Gleich-

heit p=! (¢) = 07! (Ay, ¢) gilt zuerst nur fiir ¢ = Ak € AN". Da die
arithmetischen Zylinderfunktionen jedoch dicht in den Zylinderfunktio-
nen liegen und die Ausstrémrate stetig von derartigen Dachfunktionen
abhingt, gilt die Gleichheit fiir allgemeine ¢ € RY, und die ihnen
entsprechenden ¢ € Z,.'7 Die reziproke Ausstromrate ist folglich eine
konvexe Funktion auf dem Raum der positiven Zylinderfunktionen zur
Zylinderlange n. Da diese Rdume fiir n * o eine aufsteigende Kette bil-
den, ist p~! konvex auf dem Raum aller positiven Zylinderfunktionen.

Es seien nun ¢,9 : X — R beschriankte und von Null weg be-
schréankte stetige Funktionen, wie in Theorem 4.2 vorausgesetzt. Geméfs
Lemma 3.4 gibt es Folgen (¢k)cn (Yk)ken Von Zylinderfunktionen, die
gleichméfiig gegen ¢ beziehungsweise i konvergieren. Fiir die ¢; und
¥ wurde bereits gezeigt, dass p~! konvex ist. Es gilt also

VEe[01]: o7 (gt (1= 1)) < tp (@) + (1)o7 ()

fiir alle k € N. Da auch t - ¢ + (1 — t) - i fiir k — oo gleichméfiig gegen
t- @+ (1—1t)- ¢ konvergiert, folgt aus Satz 3.1, dass

Vte[01]: p M (tp+(1—t)-p)<t-p @)+ (1—1t)-p " (¥)

gilt. Damit ist Theorem 4.2 bewiesen.

16 Siehe [Roc1972, Seiten 28,35] oder [Wer2007, Kapitel III.2].
17 Die Einschrankung auf positive ¢ ist nétig, da die Ausstrémrate nur fiir positive Dach-

funktionen erklart ist.
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4.3 DIE AUSSTROMRATE ALS INDUZIERTER DRUCK

Die Eigenschaften der reziproken Ausstrémrate wie Monotonie, Stetig-
keit, Konvexitat und Subadditivitdt erinnern an die Eigenschaften von
Druckfunktionen.® Tatsichlich lasst sich die Ausstromrate als ein indu-
zierter Druck im Sinne von Jaerisch, Kessebohmer und Lamei [JKL2014]
auffassen. Eine derartige Formulierung der Ausstromrate ist insofern
von Interesse, als dass sie die Perspektive eroffnet, gewisse Eigenschaf-
ten der Ausstromrate in allgemeineren Situationen (beispielsweise Gibbs-
mafle oder unendliches Alphabet) als dem in dieser Arbeit priméar un-
tersuchten Fall von Markovshifts {iber einem endlichen Alphabet zu be-
trachten.

Die folgende Definition des induzierten Drucks stammt aus [JKL2014,
Definition 1.1]. Die hier verwendete Symbolik weicht jedoch leicht von
der in jener Arbeit verwendeten ab, damit es nicht zu Verwechslungen
mit den in dieser Arbeit bereits etablierten Bedeutungen gewisser Sym-
bole kommt.

Definition 4.10. Es sei (X,0) mit X := SY ein einseitiger Teilshift auf
einem hochstens abzdhlbaren Alphabet S mit Ubergangsmatrix P. Fiir

Funktionen p,¢ : X — R mit ¢ > 0 und eine Menge C C X} ist der
@-INDUZIERTE DRUCK VON p (beziiglich C) fir # > 0 definiert als induzierter Druck

. 1
Py (p,C) :=limsup s log Z exp (Swp), (14)

t—co wel
t—n<Swoe<t
wobei Syp 1= SUP ¢y ZLZ‘O_l p o0k (x) und |w| die Lange des Zy-  Linge cines
linders ist. Zylinders

Bemerkung 4.11. Nach [JKL2014] ist der induzierte Druck unabhéngig
von der Wahl des n > 0.

Durch geeignete Wahl von p und C kann fiir Halbstromungen tiber
einer geeigneten Basis — beispielsweise einem Markovshift auf einem
endlichen Alphabet — die Ausstromrate zu einem Loch A beztiglich einer
Dachfunktion ¢ als induzierter Druck beschrieben werden.

Annahme g.12. Es sei (X,0) mit X := S ein einseitiger Teilshift auf
einem hichstens abzithlbaren Alphabet S mit Ubergangsmatrix P. Der Teilshift
sei ausgestattet mit einem invarianten Wahrscheinlichkeitsmafl y, zu dem es
eine Funktion p : SN — R und ein K > 0 gibt, sodass fiir alle w € L} gilt

SwP
K 1l<_27 <k
~ou([w]) T

18 Siehe beispielsweise Walters [Wal2000, §9.2].
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Bemerkung 4.13. Annahme 4.12 wird insbesondere von Markovshifts auf
einem endlichen Alphabet erfiillt (Annahme 1.14), wenn man p als

p:SP =R, (x1,x2,...) — log pxx,

wiéhlt. Denn gemafs der Definition des Mafles y fiir den Markovshift gilt
fiir alle w € X%, dass

k=1
Swp — ) _ SUPgeg Puys
e = su = wi),
H oo -sup pess = =y # ()

was, da es sich in der betrachteten Situation um ein endliches Alphabet
handelt, impliziert, dass es ein K > 0 mit

K1l<

<K (15)

fir alle w € X}, gibt.

Satz 4.14. Es sei Annahme 4.12 erfiillt, und es gebe ein m € IN, sodass fiir
das Loch A C X gilt A € o (Cy,)."9 Ferner sei ¢ : X — R eine positive,
beschriinkte und von Null weg beschriinkte, messbare Dachfunktion. Mit

C:= {weZ}é lw| > mund V0 < k < |w| —m : 6% ([w]) N A :®} (16)

Qilt, sofern die Ausstromrate p (A, @) existiert, dass
Py (p,C) = —p(A¢).

Beweis. Zuerst werde festgehalten, dass man die Menge C auch als

cz{wez;; w| > mund V0 < k < |w| —m : ek([w])mA:@}

= {w € Lp||lw| > mundVx € [w] : Ny (x) > |w| —m}
={w € Lp||w| > mund 3x € [w] : Ny (x) > |w| —m}

beschreiben kann. Wegen Gleichung (15) gilt

_ 1
-logK l—F?-log Z u ([w])
wel
t—<Swe<t

. log Z eswp

wel
t—n<Swe<t

1
-logK—i—?-log Z u([w]) .
weC
t—<Swe<t

IN
| =

IN
| =

19 Dies bedeutet, dass sich A als Vereinigung von m-Zylindern schreiben lasst.
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Da die Terme 1/t-log K~ und 1/t -logK fiir t — oo gegen Null stre-
ben, kénnen diese bei der Grenzwertuntersuchung vernachlédssigt wer-
den. Ferner kann im Folgenden ohne Einschrankung angenommen wer-
den, dass t > m -sup ¢ gilt. Wegen Bemerkung 4.11 kann auflerdem
ohne Einschrankung vorausgesetzt werden, dass > sup ¢. Man hat

U [w]

weC
t—n<Swe<t

— < >
e X|FweTp: x € wl,t 17<Swgo_t,|w|_m,}

vy € [w] : Na (y) > [w] -

ClxeX|FweZh: x € [w], =1 < Sup,
0] > m, Na (x) > o] -

>
ClxeX|Fwerh: x € [w], [w] = Ne—p-supp (1),
[w| > m, Ng (x) > |w| -

c{xeX[FweLp:xew, NA( ) = Ni—p—supg (X) —m}
={x € X|Na (x) = Ni—y—supg (x) —m}

{XGX‘NA >Nt n— (m+1)sup(p( )}

sowie
U [
wel
t_”/<5w¢§t
Z{xEXEIweZ}S; xe[w]/f—ﬂ<5w¢§t,|w|2m,}
Jy € [w] : Na (y) > |w| —
(:*)){XEXHZUEZ’I';; xe[w]/|w|:Nt(X)—l,w2m,}
Jy € [w]: Na (y) > |w| -
Sdxex|Fwery: ¥ €L wl=N(x) -1,
lw| > m, Na (x) > |w| —
= X|Fwe T} x € [w], [w] = N¢ (x) -1,
Ni(x) =12>m, Na(x) > Nt (x) —m

" fx € XNy (x) > N; (x) — m}
o {x € X‘NA (x) > Nt—m~inf<p (x)} :

Fiir (x) wird genutzt, dasst —n < t —sup ¢ < Sy,—1 (x) < t und fir (%)
wird verwendet, dass wegen t > m - sup ¢ die Bedingung N; (x) —1 > m
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automatisch erfiillt ist, und es aufSerdem fiir jedes x € X ein w € X}
mit |w| = Nt (x) — 1 gibt, sodass diese beiden Bedingungen ausgelassen
werden konnen.

Damit ergeben sich die Abschitzungen

LRt M)

wel
t—<Spe<t

<ton ([t ] ([ XN 2 Ny wimne]))

und

Tlog Y p(w))

weC
t=n<Sw<t

Z% -log ({x € X‘NA (x) > Ni—minfg (x)}) ,
indem man berticksichtigt, dass in der Summe ein Punkt der Vereini-
gung mindestens einmal und hochstens [#/ inf ¢]-mal gezghlt wird. Ei-
ne Anwendung von Lemma 2.12 liefert nun, dass —p (4, ¢) sowohl eine
obere als auch eine untere Schranke fiir Py, (p,C) ist, woraus die zu zei-
gende Aussage folgt. O

Die durch Gleichung (14) gegebene Definition des induzierten Drucks
ist nicht die einzig mogliche Formulierung. [JKL2014] enthélt einige in
bestimmten Situationen dquivalente Beschreibungen. Von besonderem
Interesse ist hierbei folgende Formulierung:

Lemma 4.15 ([JKL2014, Corollary 2.2]). Es seien p, ¢ : SE[}T — R Funktio-
nen, wobei ¢ positiv und von Null weg beschrinkt sei. Dann gilt fiir C C Lp:

Py (p,C) =inf{B € R|P1 (p — Bo,C) < 0}. (17)

Diese besondere Beschreibung des induzierten Drucks erlaubt einen
alternativen Beweis der Sublinearitit der reziproken Ausstromrate (Ko-
rollar 4.3), indem gezeigt wird, dass

1

)—) e —
¢ Py (p,C)

superadditiv ist.
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Satz 4.16. Es sei Annahme 4.12 erfiillt, und es sei C C Xp. Zudem seien
@1, @2 : X — R>q beschrinkte und von Null weg beschrinkte Funktionen mit
—00 < Py, (p,C) <0 fiiri =1,2. Dann gilt

1 1 1
> + :
P§01+¢2 (p,C) P(P1 (P/C) P(Pz (p,C)
Beweis. Zur besseren Lesbarkeit der Gleichungen werde

a1 := Py, (p,C)
a3 = Py, (p,C)

geschrieben. Aufierdem setze man

Damit erhilt man

(p - X ((Pl + QDZ) ,C)
(p—x¢1 — x¢2,C)

B I
p 0 191 o 292,

X X
(”‘ o 91 (1 B al) '”2"’2'C>

(x (p—me1) + <1 - x> -(p —ﬂ2€02)/c>

a1 a1

I
>3

I
»

I
»

»

) x X
= P1(p—a91,C) + <1_ > Pr(p—a292,C)
=040,

wobei sich (%) aus der Konvexititseigenschaft ([JKL2014, Proposition
2.1]) des induzierten Drucks ergibt. Folglich impliziert Lemma 4.15, dass

X2 Pyy+g, (p,C)

und somit 1

+ < .
7)471 (p’C) P‘PZ (p’c) P§01+§02 (prc)

O

Korollar 4.17. Wenn die Voraussetzungen von Satz 4.14 erfiillt sind, ist die
reziproke Ausstromrate sublinear.
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Beweis. Satz 4.14 gibt die Formulierung der Ausstromrate als induzierter
Druck. Die in Satz 4.16 gezeigte Superadditivitdtseigenschaft liefert so-
mit die Subadditivitadt der reziproken Ausstrémrate, sodass man zusam-
men mit der bereits bekannten positiven Homogenitit der Ausstromrate
die Sublinearitit erhalt.>° O

20 Alternativ kann man ausnutzen, dass die positive Homogenitit des reziproken induzierten
Drucks leicht aus der Definition zu erkennen ist.



EXPLIZITE ERGEBNISSE ZUR AUSSTROMRATE IN
EINIGEN EINFACHEN SITUATIONEN

5.1 ASYMPTOTISCHES VERHALTEN DER AUSSTROMRATE FUR EIN-
FACHE ZYLINDERFUNKTIONEN

Bereits aus der Definition der Ausstromrate p ergibt sich unmittelbar,
dass p~! positiv homogen ist. In Kapitel 4 wurde auerdem fiir den Fall
eines Markovshifts als Basistransformation die Sublinearitét der rezipro-
ken Ausstromrate gezeigt. Neben diesen allgemeinen Ergebnissen ist es
jedoch wiinschenswert, in gewissen konkreten Situationen das Verhalten
von p~! bei Verdnderungen der Dachfunktion detaillierter beschreiben
zu koénnen.

Es sei im Folgenden Annahme 1.15 erfiillt, das Loch A C X sei ei-
ne Vereinigung von m-Zylindern und die Dachfunktion ¢ sei von der
Gestalt

Q= 2 ac-1c € Z,
CeCy
fur n > m und mit ac € Ry fiir alle C € C;,. Da gemafs der Ergebnis-
se aus Abschnitt 3.2 die Ausstromrate implizit durch die betragsmaflig
maximale Nullstelle eines Polynoms bestimmt wird, dessen Exponenten
tiber die ac von ¢ abhéngen, kann der Zusammenhang zwischen Dach-
funktion und Ausstromrate schnell sehr kompliziert werden. Wenn man
sich jedoch darauf beschrankt, nur ein einziges ac zu variieren, ist die
Situation einfach zu handhaben.

Man fixiere ein D € C,. Aus Lemma 3.18 und Bemerkung 3.19 folgt,
dass sich das relevante Polynom f,, mittels einer den Transferoperator
des offenen Systems (beziiglich der Basistransformation) beschreiben-
den Matrix M, als

fop (2) = det (diag ('), — Mop) =2 g0 (2) +hp (2) (1)

schreiben ldsst, wobei die Polynome gp und hp nur von D, aber nicht
von ap abhéngen. Wenn p = p (A, ¢) die Ausstromrate beziiglich ¢ be-
zeichnet, so ist die zugehorige Nullstelle von f,, durch e™f gegeben.
Sofern gp (e™*) # 0 und folglich auch hp (e™*) # 0, ergibt sich

ap = —1 -log <—hD(€p))

P 20 (@ P) (19)
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und somit ein expliziter Zusammenhang zwischen der Ausstromrate
und dem Funktionswert von ¢ auf D. Ist dagegen gp (¢7°) = 0 und
folglich auch hp (e7f) = 0, so ist e eine Nullstelle von

fi (2) =2 - g (2) + 1 (2)

fur beliebiges ab # 0. Man ist versucht, zu folgern, dass die Ausstrom-
rate in dieser Situation unabhingig vom Wert von ¢ auf D ist, doch dies
ist nicht zwangsldufig der Fall. Zwar ist e7f — hierbei ist p weiterhin die
Ausstromrate zu ap — dann eine Nullstelle von f“b fiir beliebiges af, # 0,
jedoch kann es durchaus von af, abhédngen, ob ¢~ die betragsméfig ma-
ximale Nullstelle von f“b ist.

Beispiel 5.1. Wenn die ausgewédhlte Zylindermenge D € C;, eine Teil-
menge des Lochs A ist, so ist nach Satz 2.6 (D) fiir die Ausstromrate
nicht von Belang, welche Funktionswerte ¢ auf D annimmt.

Beispiel 5.2. Man betrachte den Markovshift aus Beispiel 1.12. Als Loch
wihle man den Zylinder [01] und die Dachfunktion sei

¢a = Lyoo) + Lo + A1) +a - Appyy-

Das zugehorige Polynom ist

a
=1 % -(3z—1)- (42" - 3)
und fiir die reziproke Ausstromrate in Abhdngigkeit von a erhdlt man
den in Abbildung 8 dargestellten Zusammenhang. Man erkennt in der
Abbildung und anhand der Gestalt von f;, dass durch das Einfiihren
des Lochs [01] das System in zwei Teile zerfallt. Dies riihrt daher, dass
durch die Wahl dieses Lochs der Ubergang von 0 zu 1 im System ge-
wissermaflen verboten wird. Fiir a = log (3/4) /log (1/3) ~ 0,26 hat f,
eine doppelte Nullstelle in e~” und nur eine davon hangt von a ab. Man
konnte beiden Teilen jeweils eine eigene Ausstromrate zuordnen, indem
man das Ausstromen der Masse aus [00] U [10] und aus [11] gesondert
betrachtet; als Gesamtsystem ist es letztlich jedoch der langsamere Teil,
der die Ausstromrate bestimmt, sodass fiir kleine a nur die unabhingig
von a vorhandene Nullstelle 1/3 wirksam wird.

Um zu verhindern, dass ein solches Zerfallen und damit der Verlust
der Differenzierbarkeit und auch der Giiltigkeit von Gleichung (19) fiir
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Abbildung 8: Reziproke Ausstromraten zu den ¢, aus Beispiel 5.2

ein bestimmtes ap auftritt, gentigt es, zu fordern, dass gp (e™*) # 0 fiir
dieses ap. Diese Bedingung ist jedoch nicht immer leicht zu tiberpriifen,
da es sehr aufwendig sein kann, gp explizit zu bestimmen. Sofern aber
die Dachfunktion ¢ abgesehen von ap nur Funktionswerte auf einem
Gitter AIN annimmt, ldsst sich eine hinreichende Bedingung auf Grund-
lage der Matrixdarstellung des Transferoperators des offenen Systems
beztiglich der Basistransformation angeben.
Zuvor wird die betrachtete Situation noch einmal zusammengefasst.

Annahme 5.3. Es sei Annahme 1.15 erfiillt, das Loch A C X sei eine Ver-
einigung von m-Zylindern mit m < n, es sei D € C, mit DNA = @,
es sei A € Roo, und es sei ¢qp = Y.cec,dc -Ic € Zy mit ac € N fiir
C # D. Es sei M die Matrixdarstellung des Transferoperators L : Z, — Z,
wie in Abschnitt 3.1, es seien fu,, §p und hp wie in Gleichung (18), und es

sei p:=p (A, Pap).

Lemma 5.4. Es sei Annahme 5.3 erfiillt. Sofern die Untermatrix [M] , von
M, die aus M durch das Streichen aller zu A gehorenden Zeilen und Spalten
entsteht,*" irreduzibel ist, gilt gp (e™F) # 0.

Bemerkung 5.5. Wenn die Matrix [M], aus Lemma 5.4 irreduzibel ist,
heiflt das System MIT LOCH A IRREDUZIBEL.

Die Schreibweise [-] , bedeutet hierbei in Analogie zur Schreibweise fiir Hauptunterma-
trizen, dass alle zum Loch A gehorenden Zeilen und Spalten aus der Matrix gestrichen
werden.
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Beweis. Aus Gleichung (18) und der Tatsache, dass in M,, alle zu A
gehorenden Zeilen Null gesetzt wurden, kann man folgern, dass sich

gp (z) := det ( [dlag (2"cec, — M} AUD)

von ¢p (z) nur um eine Potenz von z und gegebenenfalls das Vorzeichen
unterscheidet. Auf diese Weise geht nur Information {iber die Vielfach-
heit der Nullstelle Null verloren, aber da e ® # 0, ist dies nicht von
Bedeutung fiir die Frage, ob gp (e™*) # 0.

Da die reziproke Ausstromrate positiv homogen von der Dachfunktion
abhédngt, kann ohne Einschrinkung angenommen werden, dass A = 1.
Somit kann mittels Lemma 3.18 und eines € € {—1,1} auch

§p(z) = €-det ([z -id — M] nl—l(AuD))

geschrieben werden. € - §p ist also gleich dem charakteristischen Poly-
nom einer Hauptuntermatrix von [M] 4y Was eben jene Matrix ist,
die man aus My durch Lemma 3.18 erhilt. Da sich die Irreduzibilitdt
von [M] 4 auf [M] x1(4) Ubertrégt, kann man nun mittels Satz A.6 schlie-
Ben, dass die betragsmafsig maximale Nullstelle von §p, und somit auch
jene von gp, betragsmiflig echt kleiner ist als der Spektralradius von
[M] x1(4), der mit dem von M, iibereinstimmt und e~ betragt. Folg-

lich muss gp (e™*) # 0 gelten. O

Als eine Folgerung aus Lemma 5.4 ergibt sich, dass der durch Glei-
chung (19) gegebene Zusammenhang zwischen ap und p streng mono-
ton ist, da bekannt ist, dass die Umkehrfunktion — welches gerade die
Ausstromrate in Abhédngigkeit von der durch ap bestimmten Dachfunk-
tion ist — existiert und monoton und stetig ist.

Beispiel 5.6. Man betrachte den Markovshift aus Beispiel 1.12. Als Loch
wihle man den Zylinder [010] und die Dachfunktion sei

Pa = ]l[o] + ]1[10] + ]1[110] +a- ]].[111].

Das zugehorige Polynom ist

1 3 1
_ a, 7 -6\ _ 2.7 -6
fa(z) =z (z 32) 17 +4z

und fiir die Ausstromrate in Abhingigkeit von a erhilt man den in Ab-
bildung 9 dargestellten Zusammenhang.
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Abbildung 9: Reziproke Ausstromraten zu den ¢, aus Beispiel 5.6 und lineare
Approximation gemafS Gleichung (20)

Im Folgenden werde vorausgesetzt, dass das System mit Loch irredu-
zibel ist.

Die Grafik zu Beispiel 5.6 legt die Vermutung nahe, dass sich fiir
ap — oo die reziproke Ausstromrate asymptotisch wie eine affin lineare
Funktion von ap verhilt. Aus der Monotonieeigenschaft der Ausstrom-
rate folgt, dass zunehmendes ap zu abnehmendem p (¢;,) fiihrt. Das
folgende Lemma zeigt, dass man in der Situation von Lemma 5.4 eine
noch stdrkere Aussage iiber das Verhalten der Ausstromrate fiir wach-
sendes ap treffen kann.

Lemma 5.7. Es sei Annahme 5.3 erfiillt, und das System mit Loch A sei irre-
duzibel. Dann gilt ﬂlig1 p (@a,) =0.
D (e

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass ap - p (¢a,,) fir ap — oo beschrankt
bleibt. Da das System mit Loch A irreduzibel ist und DN A = @, gibt
es einen periodischen Punkt xg € D, dessen Bahn unter 0 die Menge A
nicht schneidet. Man kann ohne Einschrankung annehmen, dass x¢ von
der Gestalt xg = (w,w,w...) fir ein Wort w € L}, mit [w] C D ist. Dies
erlaubt die Abschdtzung

P (A pap)
— 1 1 = e : -1
_klgglo—%logy {(x,s) € X‘VT € [0,kap] : @t (x,5) & 1, (A)}
< lim —ilog ap - u([w, ..., w]) ::iJ(O
T koo kap ——— ap

k+1—mal
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fiir eine Konstante Ky (xg) > 0, da man aufgrund der Konstruktion des
Mafles weif3, dass

u([w,..., w]) =K.
k+1—mal

fiir gewisse Konstanten K > 0, ¢ € (0,1). Somit gilt ap - p (A, @a) < Ko
und die zu beweisende Aussage folgt. O

Lemma 5.8. Es sei Annahme 5.3 erfiillt. Dann gilt lim_z(r}of ap - p (@ap) > 0.
D

Beweis. Zur Verkiirzung der Notation setze man py := p(4, (Pao,k)- Man

nehme an, dass es eine aufsteigende Folge (ap ). € RY) gibt, fiir die
limy_, ap x - o = 0 gilt. Geméafd Gleichung (18) gilt

e Dk Pk -8D (e_Pk) +hp (e_Pk) =0

fiir alle k, sodass sich im Grenzwert 0 = gp (1) +hp (1) = det (id — M,p)
ergibt. Da jedoch bekannt ist, dass 1 kein Eigenwert von M, ist, kann
dies nicht sein und folglich muss liminf,, 00 ap - 0 (@a,,) > 0 gelten. [

Lemma 5.9. Es sei Annahme 5.3 erfiillt, und das System mit Loch A sei irre-
duzibel. Dann gilt gp (1) # 0, hp (1) # 0und gp (1) # —hp (1).

Beweis. Aus dem Beweis zu Lemma 5.4 folgt, dass gp (1) # 0. Aus dem
Beweis zu Lemma 5.7 ergibt sich, dass es eine Konstante K > 0 gibt,
sodass K™! < ap - p (¢ap) < K fiir alle ap > 0. Man schreibe verkiirzt
Pap = P (@ap ). Gemid Gleichung (18) gilt

e 0P . o (e7PD) = —hp (e F)

fir alle ap > 0. Da nach Lemma 5.7 p (¢q,) fir ap — oo gegen Null
strebt und man weif3, dass gp (1) # 0, erhdlt man

0<le g0 <o @I <] gp )] <lsp D),

woraus die Behauptung folgt. O

Da nun sichergestellt ist, dass der Logarithmusterm in Gleichung (19)
auch fiir p = 0 wohldefiniert ist, kann man diesen fiir p nahe Null ndher
untersuchen, indem man eine Taylorapproximation in p = 0 heranzieht.

Landau-  Notiz 5.10. Die LANDAUSCHREIBWEISE®? f (x) = o(g(x)) fir x — a
schreibweise  bedeutet, dass limy_,, f (x) /g (x) = 0.

22 Siehe beispielsweise [AE2006, Kapitel IV.3].
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Man erhalt

—_

p(e”

)

1 D (

5 (s m)

— gp (1) -1 gp (1)
1o (- hDu)) D s
o(+) bezieht sich hierbei auf p — 0. Dalog (—gp (1) /hp (1)) # 0 nach

Lemma 5.9, ldsst sich dieser Zusammenhang nutzen, um eine lineare
Approximation von p~! zu formulieren.

ap (p)=—1 10g<
(etw o)) oot
hp (1)

+

Q
—~
SN—

Satz 5.11. Es sei Annahme 5.3 erfiillt und das System mit Loch A sei irreduzi-
bel. Dann gilt

ap hp(1) — gp(1)

o gun) = tog (—£20)  log (—217) toll), o)

wobei sich das o(1) auf ap — oo bezieht, da p (ap) — 0 fiir a — c0.23

In Abbildung 9 sind sowohl die reziproken Ausstromraten zu Bei-
spiel 5.6 als auch die lineare Approximation gemaf$ Satz 5.11 dargestellt.

23 Siehe Lemma 5.7.
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5.2 DIE ABLEITUNG DER AUSSTROMRATE

Es werde weiterhin vorausgesetzt, dass Annahme 1.15 erfiillt ist, das
Loch A ein m-Zylinder ist und die Dachfunktion aus einem Z;,, stammt.
Sofern das System mit Loch A irreduzibel ist, kann man die umkehrba-
re Funktion aus Gleichung (19) benutzen, um die partiellen Ableitungen
der (reziproken) Ausstrémrate zu ermitteln.** Fiir den Wert von ¢ {tiber
dem Loch ist Gleichung (19) nicht anwendbar; aus Satz 2.6 ist jedoch
bekannt, dass p nicht vom Funktionswert tiber dem Loch abhangt, wo-
raus folgt, dass die entsprechende partielle Ableitung Null ist. Da die
sich aus Gleichung (19) ergebenden partiellen Ableitungen offenkundig
stetig sind, ist die Funktion insgesamt differenzierbar und man kann
den Gradienten angeben. Ohne explizit rechnen zu miissen, kann man
bereits feststellen, dass aufgrund der positiven Homogenitit der rezipro-
ken Ausstromrate gilt

(Ve (@) @) =p " (9)
und
VA>0: Vpl(Ag)=Vp!(g).

Wenn man die Situation nun weiter spezialisiert und einen Bernoulli-
shift mit einem 1-Zylinder A € C; als Loch, sowie Dachfunktionen, die
auf 1-Zylindern konstant sind (also aus Z; stammen), betrachtet, ergibt
sich ein Zusammenhang zwischen dem Gradienten an der Stelle 1 und
dem normierten Eigenvektor des Transferoperators £,, zum betragsma-
Big grofiten Eigenwert.

Satz 5.12. Es bezeichne (SN, 0) den Bernoullishift auf dem endlichen Alphabet
S :={1,2,...,m} mit positiver, stochastischer Ubergangsmatrix

pl pm
P= : ,

pl pm

und es sei A € Cy ein 1-Zylinder. Ferner sei Moy die Matrixdarstellung des
Transferoperators Loy : Z1 — Zq beziiglich der Basistransformation mit Loch
A € Cy wie in Abschnitt 3.1, und es sei v der eindeutige nichtnegative Linksei-
genvektor mit |0, = 1 zum Eigenwert e =) von M,p. Dann gilt

R (11) o (1)-o.
Um sinnvoll iiber partielle Ableitungen sprechen zu kénnen, identifiziert man ¢ € Z,
mit dem Vektor ¢ € ]R% der Funktionswerte von ¢ auf den n-Zylindern und fasst p als

Funktion von ]Rg’(’] nach R auf.
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Diese Situation ist insofern einfach, als dass es leicht méglich ist, den
Eigenvektor v, die Ausstromrate fiir ¢ = 1 und das charakteristische Po-
lynom von M,, explizit zu bestimmen. Man kann ohne Einschriankung
annehmen, dass A = [m]. Gemdf der Ausfithrungen in Abschnitt 3.1 hat
man

pl pm
Mop:
0 .- 0

Aus der Gestalt der Matrix kann man ablesen, dass die Eigenwerte von
M,y durch den (m — 1)-fachen Eigenwert Null*>> und den einfachen Ei-
genwert 1 — py, = p1 + p2 + - - + py—1 mit dem stochastischen Linksei-

genvektor
- p1 Pm—1
v—(l_pm,...,l_pm,0> (21)

gegeben sind. Man beachte, dass fiir die Ausstromrate p (1) gilt

e_p(]l) e 1 — pm

Da alle Eigenwerte von M,, und ihre Vielfachheiten bekannt sind, kann
man das charakteristische Polynom f = det (z-id — Mp) von M,, an-
geben, ohne die Determinante berechnen zu miissen:

fl2)=2"""(z=1+pm)
Die Zerlegung wie in Gleichung (18) fiir ¢ = a5 - 5] + Les\ (s} 1}y kann
man fiir s # m auf analoge Weise als
fo(z) =z2%-2"2 (2= 14 ps+ pu) + 2" (—ps)
=gs(2) =hs(z)

bestimmen, da gs das charakteristische Polynom derjenigen Untermatrix
von Mgp ist, die sich durch Streichen der s-ten Zeile und Spalte ergibt,
und man weifs, dass fs = f fiir a; = 1, was die Bestimmung von h;

ermoglicht. Nun kann man Gleichung (19) benutzen, um zuerst da;/dp
und mittels dessen dann ap’l /0das zu bestimmen. Man erhilt

s 1 (8(e) W) g () g (eh) - eP s (e7F)
%0 = (e () i

p2
o8 (~gen)

25 Man erkennt leicht, dass (1,-1,0...,0),(1,0,—1,0...,0),...,(1,0,...,—1,0) sowie

(0,...,0,1) linear unabhéngige Linkseigenvektoren zum Eigenwert 0 sind.
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und unter Benutzung der Identitit

e P . g (e—P(ﬂ)) — _h, (e—p(ﬂ)) )

dass
%( (11)) 1 7]1; (e_P(]l)) +gé (g_P(]I)) eP(]l) (]1) - (l)
I L% gs () o
i (efpal)) _ (efpm)) .
T g (e M)y om  p(D)
f (efp(m)
T g (e®) (1)
und folglich
1
op ! %5 (p(1))

1 & (efp(m)

@) f (e )

_ 1 _(1_PM)m2'Ps
e(M) 0+ (1—py)"?

_ 1 P

e 1—pw

Somit hat man fiir s # m die partiellen Ableitungen von p~! nach den
as in 1 ermittelt. Fiir den Funktionswert a,, tiber dem Loch gilt, wie
eingangs bereits erwihnt, d,,0~! = 0, da die Funktionswerte iiber dem
Loch bei beschréankten Funktionen keinen Einfluss auf die Ausstromrate
haben. Insgesamt erhélt man also

- 1. P _
dsp " (n):{pm S €{Lm=1}
0 ,S=m

oder als Gradient geschrieben

-1 (7)) _ 1 . p1 Pm—1
Ve (l)_p(ﬂ) (1—pm""’1—Pm’0 '
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Ein Vergleich mit dem Eigenvektor v aus Gleichung (21) ergibt, dass

Vol (1) =o' ()5,

womit Satz 5.12 bewiesen ist.

Man kann dieses Ergebnis auch als Aussage tiber eine Approximation
der reziproken Ausstromrate mittels eines Integrals interpretieren. Mit
M, als Ubergangsmatrix erhilt man einen Shift 6,, : SN — SN, der
kein invariantes Maf, sondern ein sich aus dem Vektor v ergebendes
bedingt invariantes Maf3 v besitzt. Es ist

v ([al’ s ,ﬂn]) = Uﬂl : pal/”Z ’ paz,llg, e panflzan

fiir Zylindermengen [ay, .. .,a,], und es gilt

v (0} ([, va])) = (1= pu) v (a1, )

Fiir Funktionen ¢ : SN — R, die konstant auf 1-Zylindern sind, ist das
Integral beziiglich v durch das Skalarprodukt von ¢ mit v gegeben:

(/quv: (v 9)

Wenn man nun ¢ = k -1+ d¢ fiir ein beliebiges k € R ungleich Null
schreibt, erhdlt man aufgrund der eingangs erwdhnten Eigenschaften
von fol, dass

Jedv _(v9)
p (1) p (1)

= (Vp ' (1), )

= (Vo ' (k-1),k-1+5p)

= (k1) + (Vp ! (k- 1), 5p)
~p (k-1 +09) =p ' (9).

Man kann also das Verhiltnis p (1) /p (¢) fiir nah bei einer Konstanten
k liegende Funktionen ¢ durch das Integral [ ¢ dv annghern.
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Das vorhergehende Kapitel war unter anderem der Frage gewidmet, in
welchem Mafle die Ausstromrate abnimmt, wenn die Dachfunktion tiber
einem Zylinder anwéchst. Doch nicht nur bei wachsender Dachfunktion,
sondern auch bei schrumpfendem Loch nimmt die Ausstrémrate ab und
man kann nach dem Verhalten fragen.

In diesem Kapitel wird nicht vorausgesetzt, dass die Basistransforma-
tion ein Markovshift ist. Stattdessen wird die folgende Annahme ge-
macht.

Annahme 6.1. Es sei ein metrischer Raum (X, d) mit einem endlichen Borel-
mafS u gegeben. Es sei 0 : (X, u) — (X, ) ein Endomorphismus. Es werde
die Halbstromung @ iiber der Basistransformation 6 unter einer messbaren,
beschrinkten und von Null weg beschrinkten Dachfunktion ¢ : X — R be-
trachtet. Die Bezeichnungen X, i, 71y, . . . werden wie in Kapitel 2 verwendet.

Definition 6.2. Es sei ein Punkt x € X gegeben, fiir den jede Umgebung
B, (x) C X, r € Ry ein Loch definiert. Sofern der Grenzwert

ot 25 (), 9)
P )= I B, ()

existiert, wird er LOKALE AUSSTROMRATE im Punkt x beztiglich der  lokale
Dachfunktion ¢ genannt. Ist ¢ = 1, so spricht man auch von der lokalen  Ausstromrate
Ausstromrate in x beziiglich der Basis.?®

Bemerkung 6.3. Es mag zuerst verwundern, dass zwar die Ausstromra-
te p(Br(x),¢) beziiglich der Stromung verwendet, aber nicht durch
ji(mr; ! (B, (x))) oder das Ma8 einer Kugel um (x,0) € X geteilt wird,
sondern durch das Maf y (B, (x)) des Lochs in der Basis. Dies ist jedoch
eine sinnvolle Wahl, da aus Satz 2.6 bekannt ist, dass die Ausstromrate
nur von der Projektion des Lochs auf die Basis abhangt.

Bemerkung 6.4. Wenn man einen einseitigen Shift betrachtet, so entspre-
chen in der Standardmetrik®” um einen Punkt x € X zentrierte Ku-
geln von abnehmendem Radius Zylindern von wachsender Lange. Fiir

26 Siehe auch Bemerkung 2.11.
27 Siehe Definition 1.6.
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x = (xq,x7,...) bedeutet dies, dass man die lokale Ausstrémrate als

L p([x,...,X]fq’)
p(x¢) = lim y(fxl,...f}k])

schreiben kann.

Fiir diskrete Systeme wird die lokale Ausstromrate unter anderem
in [KL2009, BY2011, FP2012, CKDE2013] untersucht. Das Ergebnis aus
[CKDE2013] fiir Markovshifts wird in Abschnitt 7.1 in einer angepassten
Variante als Werkzeug zur Untersuchung von Halbstromungen herange-
zogen werden.

In diesem Kapitel soll vorausgesetzt werden, dass die lokale Aus-
stromrate im zu untersuchenden Punkt beziiglich der Basis existiert, um
darauf aufbauend ein Ergebnis fiir die lokale Ausstromrate der Halbstro-
mung herzuleiten. Zuerst wird das Ergebnis heuristisch motiviert.

Unter Verwendung der Schreibweise aus Lemma 2.12 hat man fiir ein
Loch A C X

p(A,¢) = lim —log (s ({x € X|Na (x) = Ne (1)}).

Wenn man annimmt, dass, wie es beispielsweise bei ergodischen Trans-
formationen der Fall ist, S,¢/n — pu(¢) gilt und diese Konvergenz
hinreichend schnell ist, so kann man die Groe N; durch Sy,¢/u (@)
anndhern. Wenn nun Sy, ¢ hinreichend gut durch ¢ approximiert wird,
beispielsweise wenn ¢ beschrénkt ist, ergibt sich als naive Ndherung

tlir?o_%logﬁ ({x © X‘NA ()2 u(tqv)}) B u(lqv)p(A’]l>

und somit die Vermutung, dass p (A, ¢) in giinstigen Fallen durch die
Ausstromrate von A beziiglich der Basis und das Integral von ¢ be-
stimmt wird. Da ein System mit Loch die Hohe der Dachfunktion tiber
dem Loch nicht erkennen kann, dieser Wert aber fiir das Integral u (¢)
relevant ist, kann eine derartige Approximation nur im Grenzwert fiir
kleine Locher giiltig sein — dies ist gerade die fiir die lokale Ausstromra-
te zu betrachtende Situation.

Um die Bedingung einer hinreichend schnellen Konvergenz von S¢/k
gegen 1 (@) zu formalisieren, bedenke man, dass sich die fast sichere,
punktweise Konvergenz, wie man sie im Fall einer ergodischen Trans-
formation aus dem Birkhoffschen Ergodensatz (Satz 1.20) erhélt, mittels

der Menge
Pi=u ({xGX Sl(pl(x) —}1(90)‘ 28}) (22)

sup
1>k
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auch als limy_,,, Pf = 0 fiir alle ¢ > 0 formulieren lasst. Hierfiir kann
man nun ein exponentielles Abklingen fordern, das heifst es soll fiir jedes
¢ > 0 Konstanten C > 0 und { < 1 geben, sodass P{ < CZk fir alle
k € IN.

Theorem 6.5. Es sei Annahme 6.1 erfiillt. Es sei xo € X ein Punkt, fiir den die
lokale Ausstromrate beziiglich der Basis existiert und in dem das MafS y kein
Atom hat. P sei wie in Gleichung (22) definiert, und es gelte

Ve>03C >0,{; <1:Vke N: Pf<cCgh

Dann gilt

P (x(]/ (P) =

Beweis. Wenn p (xp,1) = 0, dann gilt wegen

p (xo,1) - = p (xo,sup @)

sup ¢

IN

p (x0, ¢)

< i = .
< p (xoinfg) = p (30,1) -
dass auch p (xp, ¢) = 0. Im Folgenden kann also ohne Einschrankung
angenommen werden, dass p (x,1) > 0.

Die Strategie dieses Beweises ist es, tiber eine obere und untere Ab-
schatzung fir die Grofe

p({x € X|Np, > Ni})

zu einer unteren und oberen Abschidtzung der lokalen Ausstromrate zu
gelangen, aus denen sich dann das Resultat folgern lasst.2® Wie in der
heuristischen Herleitung wird zu diesem Zweck zuerst die Grofse N;
umformuliert. Es ist

SN, @
Ny = —>N%
"~ u(p)+Ry,
wobei S
_ ON¢Y
Ry ==, ~#(@).

Man beachte, dass aus sup ¢ < oo folgt, dass N; (x) fiir t — oo gleichma-
Big gegen oo strebt.? Nun fixiere man ein beliebiges ¢ > 0 mit e < u (¢).

Um die Notation moglichst kompakt zu halten, wird die Menge B, (xg) im weiteren Ver-
lauf verkiirzt als B, bezeichnet.

Dies bedeutet, dass es zu jedem K € R ein fp € R gibt, sodass N; (x) > K fiir alle t > ¢,
und alle x € X.
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Teil 1: Abschitzung der lokalen Ausstromrate nach oben

u({x € X|Np, > Ni}) (23)
(o )
>y ({x e X|Np, > H(S(;’)f"’_s}\{x € X|Ry, < e}>
> 1 <{x € X|Np, > M;N_e}) _j({x € X|Ry, < —€})

=:(%)
Pf\,t kann durch
¢
pg, < cglwe) = cgf (24)

mit ; := {1/ P ? < 1 weiter abgeschitzt werden, da N; (x) > t/ sup ¢.
Da die lokale Ausstrémrate beziiglich der Basis existiert und grofer als
Null ist, gilt

Ve' > 03rg (¢/) : Vr € (0,79) : pﬂ(](Bg])l) < (1+€)p(x,1),
r

sodass die Abschétzung

p (B, 1) < (1 + 8/) p (xo, 1) p (Byr) (25)

fiir hinreichend kleine r gilt. Da die Ausstromrate beziiglich der Dach-
funktion 1 und die Ausstromrate beziiglich der Basis iibereinstimmen,
ergibt sich aus der Definition der Ausstromrate fiir diskrete Systeme
und unter Berticksichtigung von Bemerkung 2.2, dass

Ve > 03t (¢",r) : Vt > 1o :

~ Hlogp ({x € XNy, > 1}) < (1+¢") p (B, 1),

was impliziert, dass die Abschétzung

p({x € XINp, > 1)) > (e pm)’ (26)
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fur hinreichend grofie t gilt. Ungleichungen (25) und (26) ergeben zu-
sammen, dass

#({x € X|Np, > t}) > (g*(1+g/’)(1+5,)P(x0/ﬂ)ﬂ(3r))t —

mit { (r,€,¢”) < 1 fiir hinreichend kleine r und hinreichend grofe ¢ (r)
gilt. Man beachte, dass (; fiir ¥ — 0 wegen lim,_,o j (B, (x9)) = 0 gegen
1 strebt, da p endlich und in xy ohne Atom ist. Diese Ungleichung kann
in Kombination mit (24) verwendet werden, um die Ungleichungskette
(23) fortzusetzen:

H({x € X|Ng, = Ni}) > (+) = P,
t+sup ¢
> gzﬂ(q’)*f _ Cgi

Tsup gt~
(1o (),
> €2 (11— ng él
t+sup ¢

— 2#(‘/’)*? . (1 _ Cé’é)

mit
_ I4sup ¢-t’1

=0 " G

Dies ist die notige untere Abschitzung fir p ({x € X|Np, > N;}).
Zur fir die Ermittlung der fiir die Ausstromrate relevanten Grofle
gelangt man nun mittels

1
— plogp ({x € X|[Np, > Ni})

1 t+supeg 1 ;
< - (o) —¢ log ¢» — ¥log (1-Cz3) -
Man beachte, dass aus der zuvor bemerkten Eigenschaft, dass { — 1
fur r — 0, und der Tatsache, dass {; < 1 ist, folgt, dass {3 < 1 fuir
hinreichend kleines r und hinreichend grofles f(r). Fiir + — oo ergibt
sich also, dass 1 — C{ é fiir hinreichend kleines r positiv, beschrankt und
von Null weg beschrénkt ist, und folglich gilt in dieser Situation

1 ty —
Jim ~ log (1-Cg5) =0.
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Unter Benutzung dieser Tatsache und durch Einsetzen der Definition
von (p erhélt man

1
p (B ) = lim ——logp ({x € X[Np, > Ni})

= y(qol)_g'(1+€’/) (1+¢€)p(x0,1)pu(B)+0

fiir hinreichend kleine r. Diese Ungleichung gilt fiir alle ¢’ > 0, sodass

sich
p(Brg) 1
w(Br) ~ plp)—e
ergibt. Wenn man nun r gegen 0 gehen lisst, kann auch ¢ beliebig klein
werden, sodass man

S(1+) p(x0,1)

. e (Br, 9) 1
limsu <
el W) T (g —e

Y (Xo, ]1)

erhélt. Da schliefSlich € > 0 beliebig klein gewdhlt werden konnte, ergibt
sich als obere Abschidtzung der lokalen Ausstrémrate

. p(Br,g) _ p(x1)
limsu < .
el W (B T p(9)

Teil 2: Abschitzung der lokalen Ausstromrate nach unten

Die zweite Abschédtzung wird auf dhnliche Weise wie die erste gewon-
nen. Zuerst wird wieder das MaB8 von {x € X|Np > N;} abgeschitzt,
jedoch diesmal nach oben.

p({x € X|Np, = Ni})

SN(p
< xINg > 2N? LGy e xR
V({xe B’u(fp)H} trex N’>£})

<o ({rex|nn = 28 ) e xiry > )

H
t

< X[Ng > ——— P

_V<{x€ B’_u(¢)+€}>+ N

=:(*)

Die Abschdtzung (24) fiir Py, kann ohne Verdnderung verwendet wer-
den. Man erhalt

p (B, 1) > (1—¢")p(xo, 1) pt (By)
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fur hinreichend kleine r als Analogon zu (25). Als Entsprechung von (26)
ergibt sich

i ({x e X|Ng, >t}) < (e—(l_g//)p(g,,]l)>t

fur hinreichend grofle t. Zusammengenommen gilt
B ({x € XINg, > 1)) < (00t = gt

mit {4 (r,€,€”) < 1 fiir hinreichend kleine r und hinreichend grofe ¢ (r),
wobei 4 fiir r — 0 gegen 1 strebt. Dies ldsst sich nun zu

p({x € X|Np, = Ni}) < (%) + Py,
t

<" e

O ~(aore) 4
:Ci‘#’ . 1+CC4 we gl
t
+e
=47 1+ )
mit .
5=0"""0

zusammenfiihren, wobei {5 < 1 fiir hinreichend kleine r gilt. Als Schritt
in Richtung der Ausstrémrate erhilt man

1 1 1
—7logp ({x € X|Ng, 2 Ni}) 2 (o) 1o 0884 plog (1+CZ5)

uio)

und stellt fest, dass 1 + ng fur + — oo bei hinreichend kleinem r positiv,
beschrankt und von Null weg beschrankt ist, also

.1 ¢
Jim —log (1+Cz) =0
gilt. Dies bedeutet, dass

. 1
p (B, ¢) = lim ——logp ({x € X|Np, = Ni})
N
Hig)+e
fiir hinreichend kleines r. Wie bereits bei der umgekehrten Abschitzung

kann ¢” beliebig klein gewihlt werden, und wenn r gegen 0 strebt, diir-
fen auch ¢ und ¢ letztlich beliebig klein werden. Man erhilt folglich

(1—€¢")(1—¢)p(xo, 1) (By)+0

(Br9) - p(x0,1)
re u(B) T ou(e)
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Zusammen mit der zuvor bewiesenen Abschétzung fiir den Limes supe-
rior ergibt sich die Aussage des Theorems. O

Einen allgemeinen Blick auf Ergebnisse zum Verhalten von Pf gibt der
Ubersichtsartikel [Kac1996] und relevante Ergebnisse zu einem exponen-
tiellen Abklingen bei Markovshifts finden sich in [KT1961, BKR1962].
Das entscheidende Resultat wird nachfolgend mit angepasster Notation
wiedergegeben.

Satz 6.6 (Katz und Thomasian [KT1961]). Es sei Annahme 1.14 erfiillt,3°
und es sei ¢ : X — R eine beschrinkte, messbare Funktion, die konstant auf
1-Zylindern ist. Dann gibt es zu jedem € > 0 Konstanten C,{ € R, { < 1 mit
der Eigenschaft

sup
1>k

o1 l(x) — (fp)‘ > e}) < cgk.

Bemerkung 6.7. Da fir Theorem 6.5 vorausgesetzt wird, dass die Dach-
funktion ¢ beschréankt ist, ist es nicht notig, das weitergehende Resul-
tat [BKR1962, Theorem 4] heranzuziehen, welches auch gewisse unbe-
schrankte Funktionen ¢ erlaubt. Die durch Annahme 1.14 eingebrach-
te Beschrankung auf Markovshifts mit endlichem Alphabet ist fiir die
Resultate in [KT1961, BKR1962] nicht notwendig und kann durch eine
Bedingung von Doeblin3" ersetzt werden, die im Falle eines endlichen
Alphabets immer erfiillt ist.3*

Vk e IN: Pﬁ—y({xeX

Dieser Satz ist unmittelbar nur auf Funktionen ¢ anzuwenden, die
konstant auf den 1-Zylindern des Markovshifts sind. Da der Markov-
shift jedoch auch auf einem verfeinerten Alphabet aus Wortern der Lan-
ge n betrachtet werden kann, wie es bereits zur Untersuchung von n-
Zylindern als Locher getan wurde, sind auch Funktionen zuldssig, die
auf n-Zylindern konstant sind. Somit kann das Resultat verwendet wer-
den, um eine spezielle Version von Theorem 6.5 zu formulieren, in der
das exponentielle Abklingen von Pf nicht explizit vorausgesetzt werden
muss.

Korollar 6.8. Es sei Annahme 1.15 erfiillt, die Dachfunktion ¢ sei positiv und
stetig, und es sei xo € X ein Punkt, fiir den die lokale Ausstromrate beziiglich
der Basis existiert und den Wert p (xo,1) hat. Dann gilt

_ p(x0,1)
p(XOr(P)_ ‘Z/l(q)) .

30 Man beachte, dass dies impliziert, dass der Markovshift § ergodisch ist. (Fakt 1.19)
31 Siehe [Doo1953, S. 192].
32 [Doo1953, Beispiel 1 auf S. 192]
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Beweis. Mittels Satz 6.6 kann auf die Giiltigkeit von Theorem 6.5 fiir
¢ € Z, geschlossen werden. Da diese Funktionen die stetigen Funktio-
nen gleichméfiig approximieren (Satz 3.1), ergibt sich aus der Monoto-
nieeigenschaft der Ausstromrate, die sich auf die lokale Ausstromrate
tibertragt, dass Theorem 6.5 auch fiir stetiges ¢ : X — Ry gilt. O

Diese Aussage iiber die lokale Ausstromrate ldsst sich — zumindest fiir
A-arithmetische Dachfunktionen tiber Markovshifts — auch aus den Er-
gebnissen in [FP2012] oder [CKDE2013] ableiten. Dazu betrachtet man
das System beziiglich der Transformation ®, mit Lochern B, x [0, ) als
neuen Markovshift, dessen invariantes Wahrscheinlichkeitsmafd durch
71/ u (@) beschrieben wird. Beide Artikel enthalten explizite Formeln fiir
die lokale Ausstromrate, von denen ersichtlich ist, dass sie nicht durch
die Wahl einer Dachfunktion ungleich 1 verandert werden.33 Der Fak-
tor 1/u (¢) fir die lokale Ausstromrate beziiglich der Stromung ergibt
sich dann daraus, dass in jener Formulierung zur Ermittlung der loka-
len Ausstromrate jeweils durch i (B, x [0,A)) /u (@) = A/u (@) - u (By)
geteilt wird, wihrend fiir die lokale Ausstromrate beziiglich der Basis-
transformation nur durch y (B,) zu teilen ist. Der ebenfalls erscheinende
Faktor A verschwindet, wenn man berticksichtigt, dass man an der Aus-
stromrate beziiglich ® (beziehungsweise dquivalent ®;) interessiert ist
und nicht an jener von ®,. Ubrig bleibt der Faktor 1/ (¢), der die loka-
len Ausstromraten beziiglich der Basis und der Stromung unterscheidet.

33 Fiir periodische Punkte wird in Satz 7.18, basierend auf dem Ansatz von Cristadoro,

Knight und Degli Esposti [CKDE2013], eine explizite Formel fiir die lokale Ausstromra-
te angegeben werden.
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Die Ergebnisse aus Kapitel 6 zeigen, dass Kenntnis der Dachfunktion
und der Ausstromraten in der Basis ausreicht, um in gutartigen Situatio-
nen die lokale Ausstromrate beziiglich der Stromung angeben zu kon-
nen. Sie zeigen jedoch auch, dass die lokale Ausstromrate kein taugli-
cher Begriff ist, um aus ihr Riickschliisse auf die Gestalt der Dachfunkti-
on zu ziehen, da die Dachfunktion nur mit ihrem Integral in die lokale
Ausstromrate eingeht, nicht jedoch mit einem dem speziellen Punkt zu-
geordneten Wert. Diese Schwierigkeit liefSe sich zwar beseitigen, wenn
man bei der Definition der lokalen Ausstromrate fiir Halbstromungen
anstelle der Normierung durch das Maf$ des Lochs B, C X das Mafs
von 7y 1(B,) C X verwendete, sodass man im Fall einer stetigen Dach-
funktion p (x,1) / (¢ (x) - u (¢)) als lokale Ausstromrate im Punkt x € X
beziiglich der Dachfunktion ¢ erwarten wiirde.34 Die Information ¢ (x)
kdme dann jedoch allein aus dem Verhalten von ji(7t; ! (B;)) und hitte
keine direkte Beziehung zur Ausstromrate.

Problem 7.1 (Umkehrproblem). Lasst sich bei vollstdandiger Kenntnis
der Eigenschaften der Basis3®> die Dachfunktion aus den Ausstromraten
beziiglich der Stromung rekonstruieren?

Eine vollstindige Riickgewinnung der Dachfunktion aus den Aus-
stromraten kann nicht gelingen, da nach Satz 2.13 (c) mittels der Aus-
stromrate nicht zwischen Dachfunktionen unterschieden werden kann,
deren Differenz ein Korand, also von der Gestalt x o 6 — yx, ist. Das nach-
folgende Beispiel legt jedoch nahe, dass es moglich ist, die bei Abande-
rung einer Funktion um einen Korand unverindert bleibenden Orbitlan-
gen periodischer Punkte aus den Ausstromraten zu rekonstruieren.

Beispiel 7.2. Es werde das Beispiel 1.17 aufgegriffen. Ferner bezeichne
x = (1010...) € X denjenigen periodischen Punkt, der durch Wieder-
holung des Worts w = (10) entsteht, und es seien A, := [xy,..., xp,] fur
v € N die schrumpfenden Umgebungen von x. In Abbildung 10 wird
die Konvergenz von p (Ay,1) /u (Ay) gegen p (x,1) illustriert.

Siehe auch Bemerkung 6.3.
Damit ist gemeint, dass die Mafle und Ausstromraten aller Mengen in der Basis bekannt
sind.
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Abbildung 10: Verhalten von Gleichung (27) aus Beispiel 7.2 fiir ¢ =1
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Abbildung 11: Verhalten von Gleichung (28) aus Beispiel 7.2

Da auch

N
Y (;j‘(’;;;)) (27)

gegen p (x,1) konvergiert, ist es angebracht, die jeweiligen Abweichun-
gen vom Grenzwert zu vergleichen, also

2lerta) (3, 22)

1(Av) 1(e)

itay —p (o)

(28)

anzuschauen. Dies wird in Abbildung 11 dargestellt. Der Wert stabili-
siert sich hierbei gegen 0,916 und dies ist gerade

mn (3+3) _ S (i) @
2 S0) (1)




DAS UMKEHRPROBLEM

In Abschnitt 7.1 wird ein von Cristadoro, Knight und Degli Esposti
beschriebenes alternatives Verfahren zur Berechnung der Ausstromrate
bei Markovshifts fiir die Halbstrémungssituation adaptiert. Dieses Ver-
fahren erlaubt es, die Konvergenz gegen die lokale Ausstromrate niaher
zu untersuchen. In Abschnitt 7.2 werden diese Ergebnisse genutzt, um
den Grenzwert von Folgen der in Gleichung (28) beschriebenen Gestalt
zu bestimmen und eine Losung des Umkehrproblems anzugeben.
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7.1 EINE ALTERNATIVE BESCHREIBUNG VON Zop

Zur Berechnung expliziter Werte von Ausdriicken wie in Gleichung (27)
ist es notig, die Ausstromrate auch fiir sehr lange Zylinder als Loch be-
rechnen zu kénnen. Das naive Verfahren zur Berechnung der Ausstrom-
rate bei zylinderartigen Lochern, wie es in Abschnitt 3.2 dargestellt wur-
de, basiert darauf, eine Matrix anzugeben, die den Transferoperator L
darstellt und dann jene Zeilen Null zu setzen, die zu A gehoren, um
eine Darstellung von L,, zu erhalten. Dies fiihrt jedoch zu einer Situa-
tion, in der die Grofle der Matrix exponentiell mit der Lange des Lochs
wéchst, was die explizite Eigenwertberechnung erschwert. Cristadoro,
Knight und Degli Esposti modifizieren diesen naiven Ansatz:

,,While escape processes are usually interpreted in the lit-
eral sense that points are removed from the system, we con-
sider the following equivalent approach: a point that hits the
hole does not leave the system, but rather it is coupled to a
new point with negative mass.” [CKDE2013]

Durch diese Modifikation und die geschickte Wahl einer Basis ergibt sich
eine Matrixdarstellung von ng, die neben dem numerischen Vorteil ei-
nes nur noch linearen Anwachsens der Matrixgréfse in Abhingigkeit
von der Lange des Lochs3® auch die Moglichkeit eroffnet, exakte Aussa-
gen tliber das Verhalten der Ausstromrate bei schrumpfendem Loch zu
machen. In Abschnitt 7.1.1 wird die Herleitung dieser alternativen Dar-
stellung von L,, nachvollzogen und gegeniiber [CKDE2013] erweitert,
um die spezielle Struktur von Halbstromungen unter einer (arithmeti-
schen) Dachfunktion tiber einem Markovshift als Basis abzubilden. In
Abschnitt 7.1.2 wird gezeigt, wie sich diese Darstellung von L,, nut-
zen lasst, um das Verhalten der Ausstromrate zu beschreiben, wenn das
Loch auf einen periodischen Punkt zuschrumpft. In [CKDE2013] werden
derartige Betrachtungen nur fiir einige Spezialfélle ausformuliert, wobei
die Argumentation teilweise nicht rigoros, sondern eher heuristisch ist.

Da fiir allgemeine stetige Dachfunktionen eine immer besser werdende Approximation
durch Zylinderfunktionen nétig ist, die ihrerseits ein Anwachsen der Basis erforderlich
macht, tibertrdgt sich dieser Vorteil jedoch nicht in vollem Umfang auf die Berechnung
von Ausstromraten bei Halbstromungen unter einer Funktion.
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7.1 EINE ALTERNATIVE BESCHREIBUNG VON Zop

7.1.1  Das Verfahren von Cristadoro, Knight und Degli Esposti

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass Annahme 1.15 er-
fallt ist. Zusétzlich wird wie in Abschnitt 3.2 eine Halbstromung unter
einer A-arithmetischen Zylinderfunktion

¢ = Z kcA-1c € Z,
CeCy

betrachtet, sodass man sich im Weiteren auf die Untersuchung der Trans-
formation ®, : X — X beschrianken kann. Da das Verhalten der Aus-
stromrate bei schrumpfendem Loch von primdrem Interesse ist, ist es
keine Einschrankung, anzunehmen, dass das Loch A durch einen m-
Zylinder [ay,...,an] € Cy mit m > n gegeben ist. Das vom Loch A in
der Basis abgeleitete Loch A fiir die Halbstrémung wird im Folgenden
immer als A := A x [0,A) und nicht als 7, 1 (A) angesetzt. Da die Aus-
stromrate nur von der Projektion des Lochs auf die Basis abhédngt, hat
diese Wahl keine Auswirkungen auf den zu berechnenden Wert. Das
Verfahren in Abschnitt 3.2 nutzt in dieser Situation

1
{‘u(c)-]lcx[(k_l)/\,k/\) Ce Cm,kGN,0<k§kc} (29)

als Basis beziiglich derer der Transferoperator £ auf dem Unterraum
Zm C L% (X) dargestellt wird.37 Gleichung (9) auf Seite 36 beschreibt,

wie £ auf diese Basiselemente wirkt. Es fillt auf, dass neben der ,verti-
kalen” Bewegung vom Typ

Wby, o] < [(k=1)AKA) 7 by, b kA, (k+1)A)
bei k < kpp, . »,) die jhorizontale” Bewegung

wu(bi, ..., bwl)
gy, pm] x [(k=1)AkA) }1([172,—,17;:]) Ly, o] x[0,0)

bei k = ky,, p,) dazu fiihrt, dass anstelle einer Indikatorfunktion auf
einem m-Zylinder nur noch die eines (m — 1)-Zylinders benotigt wird.
Da die Fallunterscheidung auf den Werten k, 5,1 beruht, sinkt die Zy-

linderldnge nur bis #n und im Allgemeinen nicht weiter.3® Dies bedeutet,

In Abschnitt 3.2 wird, anders als in diesem Abschnitt, m < n angenommen. Dies liegt
daran, dass dort eine Verbesserung der Approximation stetiger Dachfunktionen durch
Zylinderfunktionen bei gleichbleibendem, , grolem” Loch angestrebt wird, wahrend hier
das Verkleinern des Lochs bei gleichbleibender Dachfunktion im Mittelpunkt steht.

Letztendlich entspricht die geringste erlaubte Zylinderlange hierbei der , horizontalen Auf-
16sung” der Dachfunktion, also der geringsten Zylinderldnge, beziiglich derer die Dach-

33
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dass sich das Verhalten von £'1 bereits auf einer von den Indikatorfunk-
tionen von n-Zylindern abstammenden Basis beschreiben lasst.39 Fiir die
Beschreibung von Lo, (-) = £ ((1—14) (-)) muss jedoch auch das von
L1 X fur x € Z, abstammende Verhalten beachtet werden. Die entschei-
dende Beobachtung von Cristadoro, Knight und Degli Esposti ist, dass
die Beschreibung dieses Verhaltens nicht den Ubergang zu einer vollen
m-Zylinder-Basis wie in Gleichung (29) erfordert, sondern sich bereits
durch eine bedeutend geringere Ergdnzung einer n-Zylinder-Basis errei-
chen ldsst.
Die Iterierten von Zop wirken wie folgt auf ein x € Z:

Lo = E'x =L (%) = £ (13Lopx)
Zipx P (1xx) — z’ (1zLopx) — L (]lAﬁopx)

Da x € Z, und A € C,, mit m > n, ist 14 x entweder Null oder ein skala-
res Vielfaches ungleich Null von 1. Gleiches gilt fiir 13 Zﬁp X, da Z];p xin
Z, liegt. Somit reduziert sich die Beschreibung von Zl;p im Wesentlichen
auf die von Z',kx fiir x € Z,, welche bereits aus Abschnitt 3.2 bekannt
ist, und jene von Zk]lz. Es fillt auf, dass £1; konstant auf @, (A) ist.
Diese Beobachtung setzt sich fiir 2212, 2312, ... analog fort bis schliefs-

lich erstmals ein Zk]lg in Z” liegt; von diesem Punkt an ist das Verhalten
bereits durch jenes von L auf Z, beschrieben. Ein solches k lasst sich

explizit angeben als
m-—n

ko = Z k[al-,...,a,'+n—1]

i=1
oder, fiir m > n, mittels eines Punkts x; € A beschreiben als

m—n—1

ko = AL Z ¢ o o' (x0) = A 1S (x0), (30)
i=0

wobei ausgenutzt wird, dass ¢ konstant auf n-Zylindern ist.

funktion als Summe von Indikatorfunktionen von Zylindern ebendieser Lénge dargestellt
werden kann. Fiir Dachfunktionen, die konstant auf 1-Zylindern sind, ist folglich ein Zu-
riickgehen bis auf 1-Zylinder moglich.

39 Sofern das Loch durch einen Zylinder der Linge m < n bestimmt ist, ergibt sich die

Situation in Abschnitt 3.2 und man kann auch £, beziiglich einer solchen Basis darstellen.
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L,y bildet folglich nicht nur Z,, in sich selbst ab, wie es beim naiven

. . = = ko—1
Ansatz genutzt wird, sondern bereits der von Z, U {L14,...,L 0 14}
erzeugte Unterraum von Z, wird von L,, in sich selbst abgebildet.

Wenn man eine Basis von Z, um {Zﬂz,...,zkrl]lz} ergdnzt, erhalt
man ein Erzeugendensystem des neuen Raums; es ist jedoch a priori
nicht klar, dass es sich dabei auch um eine Basis handelt, da die Mengen
@, (A),..., @ (A) und jene aus C, zusammengenommen nicht paar-
weise disjunkt sind, was andernfalls hinreichend fiir die lineare Unab-
hingigkeit wire. Mengen, die in unterschiedlichen horizontalen Streifen
X x [kA, (k+1) A) C X liegen, sind jedoch offenkundig disjunkt und ih-
re Indikatorfunktionen folglich linear unabhéngig, sodass es ausreicht,
die lineare Unabhingigkeit der Elemente zu untersuchen, die im glei-
chen horizontalen Streifen liegen; von Bedeutung ist also die lineare Un-
abhingigkeit der Elemente L1, ..., £" " 11, untereinander und von
Zy. Dazu ist es notig, eine Anforderung an das das Loch bestimmende
Wort (ay,...,ay,) € X} zu stellen.

Definition 7.3. Ein Wort (ay,...,4,) € X} heift REDUZIERT, wenn es
ein a}, # ay, gibt, sodass (a1,...,ay_1,a,,) € LN .4°

Die gewtinschte lineare Unabhéngigkeit kann nun mittels geringftigig
modifizierter Fassungen zweier Lemmata von Lind gezeigt werden.

Lemma 7.4 ([Lin1989, Lemma 2]). Es sei Annahme 1.14 erfiillt, und es sei
m > n. Das Wort (ay,...,am) € X} sei reduziert. Fiir A := [ay,...,ay] gilt

min{k € ]No‘ﬁkllA € Zn} =m—n.

Beweis. Wenn m = n, dann ist die Aussage offenkundig wahr. Es sei
also im weiteren m > n. Man beachte, dass £*14 € (Lgis)g C Zp—k
fiir k < m, wobei (-)p das R-Vektorraumerzeugnis meint. Somit ergibt
sich min{k € N|LF1, € Zn} < m — n. Falls Gleichheit gilt, endet der
Beweis an dieser Stelle. Andernfalls liegt bereits £"~ "1, in Z,. Da
L, € (Mgwn1,4)g und L7711, 5 0,4 gibt es folglich Koeffizi-
enten A¢ € {0, 1}, mittels derer man Ngu—n-14 als Ngm—n-14 = Ycec, Aclc
schreiben kann. Da die Mengen C € C, nichtleer und paarweise disjunkt
sind und 0" ""1A € C, 4, folgt, dass 0" " 1A = [ay_p,...,am] = C

Die Bezeichnung reduziert kommt daher, dass andernfalls das Wort (ay,...,a,) bereits
durch seine ersten m — 1 Eintrdge vollstandig bestimmt ist.

L£m=1=11, # 0 gilt, weil y (A) > 0 und das Anwenden des Transferoperators das Integral
nicht verdndert.
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fiir ein C € C, gilt. Dieses C muss zwingend gleich [ay—y, . .., a4,-1] sein.
Es gilt jedoch

[amfnr---ram—l] = U [am*nl"'lam—lls] D [amfl’lr-“/am]r
s€S
p“m—1/5>0

und da das Wort (ay,...,ay) als reduziert vorausgesetzt wurde, folgt,
dass [am—n,...,am] eine echte Teilmenge von [dp—p, ..., a,—1] ist, was
der zuvor gefolgerten Gleichheit widerspricht. Somit kann das gesuchte
Minimum nicht ungleich m — n sein. O

Lemma 7.5 ([Lin1989, Lemma 3]). Es sei Annahme 1.14 erfiillt, und es sei
m > n. Das Wort (ay, ..., an) € X} sei reduziert. Fiir A == [ay,...,ay)] ilt:
Die Funktionen 14, L1y, ..., L7 " 114 sind linear unabhingig untereinan-
der und von Z,,.

Beweis. Man nehme an, dass fiir ein x € Z, gilt
0=Apllg+MLAp+---+ Am,nfl,cminilﬂA +X

und nicht alle Koeffizienten A; gleich Null sind. Es sei k minimal mit
der Eigenschaft Ay # 0. Wenn man auf diese Funktion nun den Transfer-
operator £ der Basistransformation (m —n —k — 1)-mal anwendet, er-
hélt man

0 - Akﬁminil]lA
+ /\k+1£m—”ﬂA + .o+ Aminil£2m—2n—k—2]1A + Em—n—k—l)(.

€Zn

Da gemédfS Lemma 7.4 L™ "1 4 € Z, gilt und bekannt ist, dass £LZ,, C Z,,,
kann man schliefSen, dass

MLy, € 7,

was jedoch Lemma 7.4 widerspricht. Es kann also kein k mit Ay # 0
geben. Folglich sind die betrachteten Funktionen linear unabhingig. O

Die bis hierher gemachten Beobachtungen werden im folgenden Lem-
ma zusammengefasst, wobei nun wieder auf die Ebene der diskretisier-
ten Halbstromung zuriickgegangen wird.
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Lemma 7.6. Es sei Annahme 1.15 erfiillt und die Dachfunktion ¢ sei arith-
metisch. Das Loch A sei durch ein reduziertes Wort (ay,...,an) € X} mit
m > n bestimmt und ko sei wie in Gleichung (30). Wenn kg > 1,4 so ist

1

1
ri e 7 (2

die Basis eines Unterraums U von L, (X), der von L, in sich selbst abgebildet
wird und das Element 1 enthiilt.

Cglk=1,..k—-1% G

CeCn}U

Die Skalierung der Basiselemente wurde hierbei mit dem Ziel einer
moglichst einfachen Gestalt der sich fiir die Beschreibung von £ auf
U ergebenden Matrix durchgefiihrt. Man beachte, dass nach Satz 3.8
ﬁ(zk]lz) = ji (1) = 7 (A) fiir alle k € N. In Abschnitt 3.2 wurde die
Matrix fiir £,, aufgestellt, indem zuerst jene fiir £ angegeben wurde
und dann gewisse Zeilen zu Null wurden, um dem Loch Rechnung zu
tragen. Da L,, nun jedoch nicht auf dem vollen Raum Z,, dargestellt
wird, ist diese Ausldoschung von Matrixelementen nicht moglich, und
es werden negative Eintrdge auftreten, die die eingangs beschriebene
Kopplung realisieren.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass ko > 1, damit die Ba-
sisdarstellung aus Lemma 7.6 verwendet werden kann, ohne dass eine
Fallunterscheidung notig wird, da fiir kg < 1 die zweite Menge in Glei-
chung (31) leer wiére.

Es sei M die Matrix, die £ auf Z, beziiglich der Basis

1 _
{V(C)-JICCeCn}

42 m > n ist eine notwendige Bedingung fiir kg > 1. m > n + 1 ist hinreichend, bei m = n +1
héngt es von der Dachfunktion ab.
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beschreibt.#3 Dann wird die Wirkung von L,, auf U beziiglich der in
Lemma 7.6 angegebenen Basis durch die Matrix

ko—1

Cn L1z - L7 14
0
Cu M 0 0
- —[a1,...a,]x[0,A)
0
0
L1 —c 1
A 1
0
: 1
7k071
L7 1z \0---0 1 0---0| —¢p—1 O --- 0

[u(,,,,nH) ,,,,, a,,,] x[0,A)

beschrieben, welche mit 2\710,, bezeichnet wird.4 Wie in Abschnitt 3.1 ent-
spricht die Operation von L,, der Rechtsmultiplikation der zugehéorigen
Matrix an den die Funktion beschreibenden Vektor. Die positiven Eintra-
gen stammen vom L (-)-Anteil von Lo, (-) = L(-) — L (15 (+)), denn
neben dem bereits bekannten M-Anteil gilt

- 1 —k 1 —k+1 1 —k+1
L|—LT15 ]| =—L 1Ty=——1—7L 15
(For™ss) =™ TGO

43 Es sei darauf hingewiesen, dass sich diese Basis von der in Abschnitt 3.2 verwendeten
im Falle einer A-arithmetischen Dachfunktion nur durch einen Skalierungsfaktor A unter-
scheidet. Die sich ergebenden Matrizen sind folglich gleich.

44 Man beachte, dass die Grole dieser Matrix bei fester Dachfunktion ¢ € Z, nur linear mit
der Lochtiefe anwéchst und nicht exponentiell wie die Matrix aus Abschnitt 3.2.
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fir 0 < k < kg — 1, woraus sich die Einsen auf der Nebendiagonale im
Block rechts unten ergeben, und

1

£ (Mﬁ"“u) =2 )

A
_ 1 T ([w]) _
T A (A <k_114<mk+1n’”*ﬂhl> Lolo )
y([al,...,am,nﬂ]) 1 o
Au(lar,. oo am]) - p([am-ni1]) @ (4)
1
i ([am—ns1s---,am) X [0,A)) Lo, itam] x00)

fir k = ko — 1, woraus die 1 in der letzten Zeile entsteht. Die Eintrdge
mit den Minuszeichen stammen vom —L (15 - (-))-Anteil, denn

_ 1 0 ,CNA=0Q
{15 —=1z]) =

(C)

fir C € C,, woraus sich

_ ii(A) _ u(ay,- . am]) _
TR e XOA)  p(an s a) P Pan

ergibt, und

0 ,PEANA=0
1 ((e]) 1 1 @k AT
<H]‘—1 u [%HDP'J/"“M ﬁ(;l) ‘C]IA ,q))LAﬂA 75 %)
fuirk=1,...,kg — 1, woraus sich
Cl =0

im ersten Fall, beziehungsweise

H ([alr .. ~/al+1])
p([a114])

Ck = = Pay,ay " Pajapgq
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im zweiten Fall ergibt, wobei I diejenige Zahl ist, fiir die
-1 ,
Sl(p (XO) = Z ¢ o 0/ (XQ> = Ak
=0

gilt. Hierbei ist xy € A wie in Gleichung (30) auf Seite 84.
Bemerkung 7.7. Beide Falle lassen sich in der Schreibweise
ji (71 N @ﬁﬁ)

i (2)4)

Ck

zusammenfassen. Diese zeigt jedoch nicht in gleicher Klarheit auf, dass
die ¢ aus den Eintrdgen der Ubergangsmatrix ermittelt werden kénnen,
ohne dass eine explizite Bestimmung des Mafies i notwendig ist.

Nachdem nun eine Matrixdarstellung M,, von L, auf U vollstindig
ermittelt wurde, lisst sich aus dieser die Ausstromrate mittels des be-
tragsmaflig grofiten Eigenwerts ermitteln:

_ — 1 —
o (A,)\ 14)) = —logr (M,y) bzw. p(A,¢)= — logr (Mop)

Man beachte, dass bei dieser Form der Matrixdarstellung nur Locher
verwendet werden konnen, die m-Zylinder mit m > n sind. Im Gegen-
satz dazu konnen mit der Matrixdarstellung aus Abschnitt 3.2 auch Lo-
cher, die eine Vereinigung von Zylindermengen sind, beschrieben wer-
den. Wie bereits am Ende von Abschnitt 3.1 angedeutet wurde, kann zur
Ermittlung der Eigenwerte ungleich Null aufSer dem charakteristischen
Polynom det (z - id — Mop) auch die verwandte GréBe det (id — z - M)
herangezogen werden. Letztere Funktion hat genau die Inversen der
Nullstellen ungleich Null des charakteristischen Polynoms als Nullstel-
len. Der betragsméfiig grofite Eigenwert von ]\710,] kann folglich als be-
tragsmaflig kleinste Nullstelle von

g;pl (z) := det (id — z - Myp)

bestimmt werden.

Um die Determinante leicht zu berechnen, ist es zweckmaéfig, die un-
terste Zeile von id — z - Myp mit z zu multiplizieren und zur dariiber-
liegenden Zeile zu addieren, dann diese mit z zu multiplizieren und
zur dartiberliegenden Zeile zu addieren und in dieser Weise weiter zu
verfahren, bis man schliefilich zu jener Zeile, die c; enthalt, addiert hat.
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Anschlieflend entwickelt man die Determinante nach eben jener Zeile.

Im Folgenden werden dabei die Bezeichnungen

0" (z) = det (id —z- M) (32)
ko—1

$pa(z) =1+ Z ckzk
k=1

Cry (2) = (=) det [id — z - M] ki
t := Index der Zeile zu [ay, ..., a,] X [0,A)
r := Index der Spalte zu [a(m_n+1), . .,um} x [0, A)
ko == A"1Su_ng(xo) fiir ein beliebiges xg € A
&= Panayir " Pay—1,am

verwendet, wobei Cy; den Kofaktor der Matrix id — z - M an der Stelle
(k, 1) bezeichnet.4> Man beachte, dass die Funktionen g;ll (z) und Cy (z)
unabhéngig von der Wahl des Lochs sind. Es ergibt sich somit

Zop (2) = det (id —z- M,)p)

0
id—z-M 0 0
%4
0
=det :
0
1+ciz —z
0 1
. -z
0---0 —z 0---0| ¢z 1

45 Details zum Determinantenkalkiil finden sich beispielsweise bei Oeljeklaus und Remmert
[OR1974].
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0
. Ew, 0
id—z-M | 0
0
=det :
0
—zf~1 P4 (2) 0
: 1
0 0
—z2 Ckg—2Z + Ckp—12> - 0
—z Chy—1Z 1

=det(id—z-M)-¢a(z)-1
—(=1)"*"det [id — z- M] fpo 0z (—zk°*1>
=0, (z) Pa(z) +Cry-a- zko,

Die Gestalt des Lochs hat tiber die Indizes ¢, r von C; » sowie die Funktion
¢4 Einfluss auf Co_pl.

Zusammenfassung 7.8. Die Ausstromrate p (A,A"1¢) ist gegeben durch
den Logarithmus der betragsméfig kleinsten Nullstelle von

Loy = 00" (2) - a (2) + Cir (2) - 2, (33)

wobei die Bezeichnungen wie in Gleichung (32) zu verstehen sind.
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7.1.2  Anwendung auf schrumpfende Locher

Wie bereits in Abschnitt 7.1.1 werde im Folgenden vorausgesetzt, dass
Annahme 1.15 erfiillt und die Dachfunktion

p= ) kcA-lc € Z,
CeCy

A-arithmetisch ist. Auch die Bezeichnungen aus Abschnitt 7.1.1 werden
weiterverwendet, insbesondere jene aus Gleichung (32).

Wenn die lokale Ausstrémrate beztiglich eines Markovshifts als Basis-
transformation betrachtet wird, so entspricht eine Folge von schrump-
fenden Umgebungen B; (x) eines Punkts x = (x1,x2,...) € X einer
Folge [x1], [x1,x2], ... von immer lingeren Zylindern. Wenn x ein pe-
riodischer Punkt von Primperiode p ist® der durch Wiederholungen
eines endlichen, reduzierten Worts w = (al,az, .. .,ap) entsteht, dann
kann man fiir Locher der Form

Ay = [x1,..., %]

eine verkiirzte Darstellung der Funktion ¢4, = 1 + lezo:_ll cpz angeben,
die das Summenzeichen eliminiert, da in dieser Situation mehr iiber die
cx bekannt ist. Zur Vereinfachung der Rechnungen nehme man an, dass
die horizontale Auflosung n der Dachfunktion die Bedingung n > p
erfiillt, die Dachfunktion also als Summe von Indikatorfunktionen von
Zylindern der Lange n > p gegeben ist, und auflerdem n € pIN gilt.47
Es sei

mi=vp (34)
0:=A"1S,0(x)

ko=A""Su_ngp (x) = (V - Z) -’

und wie in Lemma 7.6 werde ky > 1 vorausgesetzt, was bedeutet, dass
v hinreichend gro8 sein muss.#® Da letztlich schrumpfende Locher und

Ein Punkt x heifit periodisch, wenn es ein k > 0 mit 6% (x) = x gibt. Das kleinste derartige
k wird als Primperiode von x bezeichnet.

Die Anforderung n > p an die horizontale Auflésung der Dachfunktion ist keine Ein-
schrankung fiir mogliche Dachfunktionen, da jede Dachfunktion, die als Summe von Indi-
katorfunktionen von Zylindern geringerer Lange gegeben ist, auch als Summe von Indika-
torfunktionen groflerer Lange geschrieben werden kann. Sie dient nur dazu, eine einfacher
zu handhabende Gestalt der betrachteten Polynome zu erreichen.

Die Bedingung n € pIN sorgt dafiir, dass S;—,¢ (x) und damit ko eine einfachere Gestalt
erhalten, da m — n € pIN und folglich S, ¢ (x) ein Vielfaches von S, ¢ (x) ist.
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folglich der Fall v — co betrachtet werden soll, ist dies keine Einschran-
kung. Es ergibt sich

k
Cko = Cp = (Pahuz ©Pap ey p“w’“) far0 < k-0 <ko. (35)

Da p die Primperiode von x beztiglich 6 ist und folglich o die Primperi-
ode von (x,0) beziiglich ®, , gilt

¢j=0 wenn j ¢ 0Ny, (36)
also fiir all jene c;, die nicht von Gleichung (35) erfasst werden.# Unter
Verwendung Von

n

s::min{kelN|k02k0}:1/—?

und

ergibt sich
|2 (Av) 1-n/p Hv 1-n/p
="t == .c ,
© p(w]) po

wobei zur Verkiirzung der Notation die Schreibweisen

(37)

po = (Av)
po = p ([w])
pe = p([ar, - an])

Die Bedingung n > p stellt sicher, dass es keine Probleme fiir ¢; mit j > ko — o gibt, denn
fiir solche j wiirden andernfalls auch Mengen @, A der Gestalt [aj,...,a,] x [0,A) mit
m—1+1 < p vorkommen, die auf Grund der geringen Lange des Zylinders [a;, ..., an]
einen nichtleeren Schnitt mit A haben kénnten, obwohl [g;, ..., 4] nicht von der Form
[w, ..., w] ist. Nur falls die Situation [ay,...,a,] n ok ([a1,...,ap]) =@ fiir 1 <k < p ge-
geben wire, konnte man allgemein [w, ..., w] N6 ([w,...,w]) # @ fir k ¢ pIN und somit

c¢j =0 fiir j ¢ olNp und j > ko — o folgern (fiir j < ko — o ist die Situation jedoch unproble-
matisch, da p die Primperiode von x ist und die zu betrachtenden Zylinder mindestens die
Lange p haben). Eine andere Moglichkeit, diesem Problem zu begegnen, wérees, j < kg — o
als Einschréankung in Gleichung (36) aufzunehmen und jene c; mit j > ko — o gesondert
zu betrachten. Dies wiirde jedoch zu unhandlichen Resttermen und Fallunterscheidungen
fithren, welche man zwar fiir numerische Effizienz moglicherweise in Kauf zu nehmen be-
reit sein konnte, die jedoch bei einer theoretischen Untersuchung des Sachverhalts storen,
sodass stattdessen auf die Einfiihrung der Bedingung n > p zuriickgegriffen wird.

In [CKDE2013, Abschnitt 4], wo nur die Situation n = 1 betrachtet wird, findet sich keine
Entsprechung zu dieser Bemerkung. Dies ist eine Auslassung in [CKDE2013], die dazu
fithrt, dass die dortige Gleichung (9) nicht fiir alle Locher gilt, sondern nur fiir solche, bei
denen [ay,...,ap] N ok ([a1,...,ap]) =D fiir 1 < k < p erfiillt ist.
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eingefiihrt werden. Hiermit reduziert sich der Ausdruck fir ¢4, zu

ko—1 s—1
pa, (z) =1+ ) =1+ ) CroZ® (38)
k=1 k=1
1 (co2°)°
T 1—c,z°
1 ’% czfn/pzos
1—cyz°

Da bekannt ist, dass das Polynom égll die Nullstelle 1 hat,>° kann man

Cq'(2)=(1-2)-G(z) (39)

mit einem gewissen Polynom G (z) schreiben, was sich als sinnvoll er-
weisen wird, da fiir schrumpfendes Loch die betragsmifig kleinste Null-
stelle von g;pl gegen 1 streben muss, wenn die lokale Ausstromrate in
x existiert. Man kann nun die Gleichungen (33), (37), (38) und (39) zu-
sammenfiihren und die Schreibweise & = y, /i ausnutzen. Da letztlich
die Situation v — oo betrachtet werden soll, wird das Polynom g;,} im
Folgenden auch als f, bezeichnet, um die Abhéngigkeit vom durch v
bestimmten Loch klarer hervortreten zu lassen.

fo(2) =0 (2) (40)

= g;ll (2) - pa(z2) +Cir(z) - a- Zko
1— B 1=/p s

w 0
=(1-2) G () — o+ (2) L2
1
~(1-9)-6(2) ==
=:g1(2)
1-n/p 0s
1 k, _ Co z
+ My Vt Cr(z) -z ™ (1-2)-G(2) 1—cy20
=82,(2)

Man beachte, dass g1 nicht von v abhédngt und g, zwar durch ky und s
von v abhéngig ist, jedoch keinen p,-Term enthlt.

Man fixiere ein k € IN. Es ist nun das Ziel, die betragsmifiig kleinste
Nullstelle von f, in Abhdngigkeit von y, zu beschreiben. Zu diesem

50 Die Nullstellen von @;,1 entsprechen den Inversen der Eigenwerte ungleich Null der sto-

chastischen Matrix M.
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Zweck sollen (in Abhidngigkeit von v) Ausdriicke sy, ...,5s; gefunden
werden, die die Bedingung s; (v) - py — 0 fiir v — oo erfiillen, und
fiir die fy (1 + s1py + 5042 + -+ - + suk) = o(pk) gilt, sodass die gesuch-
te Nullstelle durch 1+ sypy + sop2 + - - - + spuk gut approximiert wird.
Die Idee besteht darin, dass man f, (z) um 1 als Taylorpolynom mit
Restglied schreibt, dann z = 1+ sypy + sop2 + - - - + spuk einsetzt, den
sich ergebenden Ausdruck als Polynom in y, ausdriickt und s, ..., sk

so wihlt, dass die Koeffizienten vor ‘uf, fiir 0 < < k zu Null werden.

Lemma 7.9. Es existiere die lokale Ausstromrate in x = (w,w,w,...).>* Es
sei zy € Rxq die betragsmifiig kleinste Nullstelle von f,. Dann gibt es ein
¥ € R und ein vy € N, sodass fiir alle v > vy gilt

1<z, <1+ yuyp.

. -1 . . . .
Beweis. Da z, = e’ (4vA~te) gilt, und man weif}, dass die Ausstromrate

p (Ay, A"1g) nicht negativ ist, folgt 1 < z,. Aus der Annahme {iber die
Existenz der lokalen Ausstromrate in x ergibt sich

-1
lim Pl A 9] (AV'A (P> = lim ngu

V—00 ]’ll/ V—00 ;’ll/

=p (x,A_lgo> .
Es sei e > 0. Es gibt nun ein vy € IN, sodass fiir alle v > v gilt

logz, < (p (X,)\flfp) +€> My
und
1<z, <1+e
Fir z € (1,1 + €] gilt die Abschitzung
L Z —_
1+e 1+¢

<logz,
woraus sich fiir v > vy ergibt, dass

zy <1+ (1+eg)- (p (x,/\_lq)) +s) Uy

=y

Wegen Korollar 6.8 impliziert die Existenz der lokalen Ausstromrate in x beziiglich der
Basis die Existenz der lokalen Ausstromrate beziiglich der Halbstromung.
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fuv ist eine rationale Funktion in z, die in z = 1 keinen Pol hat. Folglich
gibt es eine Taylorentwicklung in diesem Punkt. Mit Lagrangeschem
Restglied>? ergibt sich

k
fi @) = £ )+ L A () - 1)+ G K AR R

I=1""

mit einem ¢ = ¢ (z) € (1,z). Fur
z=1+s1py +sop2+ -+ sepb

erhdlt man, nach Potenzen von y, sortiert,

fo(z) = g1 (1) (41)
=

+ v (5181 (1) + 2,0 (1))
1
w1 (s28h (1 + 353 (1) g5, (1) o1
s
+ ...

sodass man rekursiv die S bestimmen kann, fiir die die Koeffizienten
vor iy, ..., uk Null werden, da g} (1) = =G (1) / (1 —¢,) # 0.53

Fakt 7.10. Allgemein ist s; fiir 1 < i < k durch

k , .
1y y %.gg” (1)l
81 (1) 1=2 fji+jr+-+j=1 ']1""]1"

J1+2: ot tivji=i

: L gy

) .
a0 )y o 82 (D) sy
81 =0 jitjptotj=l Jic i
j1+2']2+"'+i-]'i:i71

gegeben, wobei g1 und g wie in Gleichung (40) sind und die jy, . .., j; aus Ny
stammen.

Von besonderem Interesse sind s; und s;. Der folgende Zusammen-
hang zwischen C;, (1), u und G (1) hilft, die zugehorigen Terme zu
vereinfachen.

52 Siehe beispielsweise [AE2006, S. 358].

53 G kann keine Nullstelle in 1 haben, da sich die Irreduzibilitit der Ubergangsmatrix P des
Markovshifts auf die Matrix M {ibertrégt, welche folglich als stochastische Matrix gemaf3
des Satzes von Perron-Frobenius (A.4) einen einfachen Eigenwert 1 hat.
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Lemma 7.11. Es gilt G, (1) = V(lfl’) Au-G(1) = m ~ue-G(1).

Beweis. Diese Aussage folgt aus Satz A.11 unter Berticksichtigung der
Tatsache, dass der Eigenvektor v in Satz A.11 gemdfS der in Definiti-
on 1.8 geschilderten Konstruktion des invarianten Wahrscheinlichkeits-
mafles eines Markovshifts gerade das Wahrscheinlichkeitsmaf 7/ (¢)
auf n-Zylindern beschreibt. O

Nun kann man s; und s, wie folgt beschreiben:

& (1) G (1)

NS meem U e
_1-c
-~ u(Alg)
b 3518 () + g5, (1) 51
g1 (1)
1—c, 1 G (1 G (1) - co0 Cir (1
S .<_25% <2.1_<Cz+2. (1<_>CO)2>+51.3{§>.,(0

C/ 1 1-n/p 1
Ty t,r()+s Co G()

Ht 1ﬂw' (1—co)

- M‘ ( B G’ (1) G0 N Cg,r 1) u (/\*14)) .C(l;n/p
u(A1g)? TG 1-¢ G, (1) o (1 —co)

Lemma 7.12. Esseie € (0,1) und v > 0. Dann gilt

lim  sup ‘ggl) (z)’~e“ =0

VO <<y

und lim  sup ‘gél?/ (z)’~e’/ =0
R Ee 2 BT

fiir alle | € Ny, sowie

YL
1/hﬁrrr}os](v) €' =0

fiirl <j <k

Beweis. ggl) (z) ist unabhédngig von v fiir alle | € INy. Die Aussage fiir ggl)

ergibt sich somit bereits aus der Feststellung, dass ggl) stetig und somit

in einer Umgebung von 1 beschrankt ist. gél) (z) hangt jedoch tiber s und
ko von v ab. Jedes géll)/ (z) ist eine Linearkombination der Funktionen

Cir(2), (1—2), G(2), (1 —coz°) ™", 25 und 2 und deren Ableitungen.
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Die ersten vier Teilfunktionen und ihre Ableitungen sind unabhédngig
von v und somit aufgrund ihrer Stetigkeit in einer hinreichend kleinen
Umgebung von 1 beschrankt. Aufgrund der Annahme n € pIN gilt kg =
o0s, sodass es gentigt, einen der zwei verbleibenden Terme zko und z°
zu betrachten. Da ky gegen oo strebt, wenn v — co, kann man ohne
Einschrankung annehmen, dass kg > k. Es ergibt sich also

dl i P 1-1 '
— |z 0 = Z 0 . (k _])I
dz! ( ) ]1;[0 0

und folglich erhdlt man die Abschitzung

dl

L) @) <-4y

sup
1<z<1+yuy

< (spr tsupg) - (14 pecs )"

Man betrachte wiederum die Teilterme. (vpA~!sup (p)l ist ein polyno-

_1)1/;1)\*1 sup ¢

mialer Ausdruck in v und (1+ ypwch ist auf [0,00) eine

beschriankte Funktion von v, denn

vpA~lsu B -
(1 + chg_l) PSR Jog(1+ypacy ™) vpA~ sup g

< MHwcyupAT sup g

und dies strebt gegen 1 fiir v — oo. Die Behauptung fiir gélf, ergibt sich
also aus der Tatsache, dass €’ - P (v) — 0 fiir jedes Polynom P in v.
Die Aussage fiir die Sj folgt nun daraus, dass sie sich als Summe von
Produkten der bereits behandelten Terme schreiben lassen. O

Bemerkung 7.13. Aus Lemma 7.12 folgt insbesondere
1/lgrolosj (v) - uy =0.

Lemma 7.14. Es sei v > 0. Dann gibt es ein K > 0 und ein vy € IN, sodass
fiir alle v > vy gilt

0<K< inf ! )
< i |y (2)]

Beweis. Es ist
fo(z) =81 (2) + -5, (2).

Da py = ],twcg_l und ¢, < 1, folgt aus Lemma 7.12, dass

lim p, - sup |g5, (z)] =0.
vV 1§Z§1+’Yﬂv‘ SV ’
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Es geniigt also zu zeigen, dass infi< <14y, |} (z)| > 0 fiir hinreichend
grofle v. Dies ist der Fall, denn

g =2 (1-266 ) @
=-G(z)- : —1cozo +(1-2)- % (G (z) - : —1(;020).

Hierbei ist der erste Summand fiir hinreichend grofie v (und damit hin-
reichend nah bei 1 liegende z) von Null weg beschriankt, da G (1) # 0,
und der zweite Summand geht fiir v — oo gegen Null, da der Term
(%) als stetige Funktion in einer Umgebung um 1 beschrankt ist und
|1 —z| < yuy gegen Null strebt. Die Existenz der von v unabhédngigen
Konstante K ergibt sich daraus, dass g} nicht von v abhéngt. O

Mit diesen Informationen ldsst sich nun eine Aussage dartiber treffen,

wie gut z, = e?(A27'9) qurch 1+ S1py + Sop2 + - - - + sk approximiert
wird.

Annahme 7.15. Es sei Annahme 1.15 erfiillt. Es sei x € X ein periodi-
scher Punkt von Primperiode p, der durch Wiederholungen eines endlichen,
reduzierten Wortes w = (a1, az,...,ap) gegeben ist und fiir den die loka-
le Ausstromrate p (x,1) beziiglich der Basis existiert. Fiir v € IN sei durch
Ay == [x1,...,xyp] eine absteigende Folge von Lichern gegeben, deren Mafle
mit yy = u (Ay) bezeichnet werden.

Theorem 7.16. Es sei Annahme 7.15 erfiillt, die Dachfunktion ¢ sei A-arith-
metisch, es sei k € IN, und es sei s; (v) fiiri =1,...,k wie in Fakt 7.10. Dann

gilt fiir z, )1, = e (AAT0) dass

Zy A1 — (1 sty +sopiy +Skﬂf) = o(py)-

Beweis. Zuerst beobachtet man, dass, da s; > 0 konstant ist,54 aus Lem-
ma 7.12 folgt, dass es ein y > 0 gibt, sodass

1< sy +sopg+ - sty < T+

fur hinreichend grofie v. v kann hierbei so grofs gewdhlt werden, dass es
auch fiir Lemma 7.9 tauglich ist, also 1 < z, < 1+ 7, fiir hinreichend

54 Siehe Gleichung (42).
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Abbildung 12: Verhalten von p (Ay, ¢) /py und der ersten zwei Approximatio-
nen aus Beispiel 7.17

grofse v erfiillt. Folglich kann man abschitzen, wie weit man die Null-
stelle verfehlt hat, indem man auf die Funktionswerte und die Ableitung
von f, zuriickgreift:

Zy — <1+slyv+szy3+~~+sk;¢’§)

fu (Zv) —fv (1 + s1py ‘1'52]"12/ +-- "’Skﬂﬁ)

infi<o <1y, |f) (2)]

<

Da f, (zy) =0und f, (1 +s1py FSoUZ 4+ sky’§> sich gemdfs der De-
finition der s i als jene Ausdrticke, die die Koeffizienten vor den yy, . . ., ;4115
in Gleichung (41) auf Seite 97 verschwinden lassen, als ein Ausdruck der
Form

(1)

k+L, (Polynomialer Ausdruck in py, den sj, den g7 ’und ggl)/)

v
darstellen ldsst, folgt unter Verwendung von Lemma 7.12 und Lem-
ma 7.14, dass |zy — (1+sqpy +sop? + -+ suk) | = o(uk). O

Beispiel 7.17. Das Beispiel 7.2 werde aufgegriffen. In Abbildung 12 sind
die Werte von p (Ay, ¢) /py in Abhédngigkeit von v dargestellt, sowie die
sich aus Theorem 7.16 ergebenden Approximationen

L log (14 s1p0) nd 1 log (1 + sypy + s22) .
Hy Wy
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7.2 DIE LOSUNG DES UMKEHRPROBLEMS

Die approximative Beschreibung der die Ausstromrate bestimmenden
Nullstelle aus Theorem 7.16 ist ein méchtiges Werkzeug. Nicht nur ist
es moglich, eine leicht auszuwertende explizite Formel fiir die lokale
Ausstromrate in periodischen Punkten zu erhalten, sondern auch die
Losung des Umkehrproblems fiir Halbstrémungen tiber Markovshifts
lasst sich aus ihr ableiten.

Satz 7.18. Es sei Annahme 7.15 erfiillt und die Dachfunktion ¢ sei stetig.
Dann gilt
1—1c,

u(p)

p(x, @)=

wobei ¢, = Pay,ay * " Pay_1,8p * Pap,a;-

Fiir die lokale Ausstromrate beziiglich der Basis, was hier dem Fall
¢ = 1 entspricht, sind entsprechende Ergebnisse zu Transformationen
unterschiedlicher Gestalt bereits in [KL2009, FP2012, CKDE2013] zu fin-
den.

Beweis. Gemédfl Zusammenfassung 7.8 gilt
Y (AV/]l) = 1ngl/,]lz

wobei z, 1 € Ry die betragsmifig kleinste Nullstelle von f, 1 zur Halb-
stromung unter 1 {iber der Basistransformation 6 beztiglich des Lochs
Ay ist. Aus Theorem 7.16 und Gleichung (42) folgt, dass

zyp =1+ (1= o) p (Av) +0(p(Av)).

Dalog (1+ x) = x4+ o0 (x) fiir x — 0, ergibt sich fiir die Ausstromrate
p (A1) = (1—co) p(Av) +o(u(A)),

was bedeutet, dass die lokale Ausstromrate beziiglich der Dachfunktion

1 durch (A1)
p vr
x,1)=Ilim ——*=(1-c¢
P ( ) Ve U ( Av) ( 0)
gegeben ist>> und somit unter Verwendung von Korollar 6.8
(1—co)
X, Q) = ——F
px9) ==y

fiir die lokale Ausstromrate folgt. O

An dieser Stelle wird nur der Grenzwert einer Teilfolge der geméfl Definition 6.2 zu be-
trachtenden Folge ermittelt. Da jedoch vorausgesetzt wurde, dass die lokale Ausstromrate
o (x,1) existiert, reicht dies aus.
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Bemerkung 7.19. Anstelle Korollar 6.8 zu verwenden, liefSe sich auch di-
rekt mit dem in Gleichung (42) fiir A-arithmetisches ¢ ermittelten Faktor
1/u (A1), einer Approximation stetiger Funktionen durch arithmeti-
sche Zylinderfunktionen und der Monotonieeigenschaft der Ausstrom-
rate argumentieren.

Die numerischen Ergebnisse aus Beispiel 7.2 zu Beginn der Diskus-
sion des Umkehrproblems legten bereits nahe, dass die Abweichungen
der Folge p (Ay, ¢) /1t (Ay) von der lokalen Ausstromrate p (x, ¢) in Zu-
sammenhang mit den Funktionswerten der Punkte aus der Bahn von x
stehen. Diese Beziehung wird nun konkretisiert.

Theorem 7.20. Es sei Annahme 7.15 erfiillt und die Dachfunktion ¢ sei eine
Zylinderfunktion. Dann gilt

Ay, » ‘
i P;(,(Af’;) —p(x, ) 1 Yy 9ob (x) . (43)
e et —p(x1)  #le) ’

Aus der Kenntnis der Ausstromraten und Mafle beziiglich der Basis,
sowie des Integrals der Dachfunktion lasst sich also die zu einem peri-
odischen Punkt x gehorige Bahnldnge ermitteln.

Beweis. Zuerst wird die Aussage fiir A-arithmetische ¢ gezeigt. Hier-
zu kann man - wie bereits im Beweis zu Satz 7.18 — ausnutzen, dass

p(Ay, ) =2A""p (Au,)fl(p) =1 logz, ;-1,, sodass

Zv,)\*l(p =1+ Sl,/\*(p# (AV) + SZ,A*(pV (AV>2 +o0 (]/l (AV)Z)

mit sy -1, und s -1,
lung des Logarithmus

wie in Gleichung (42). Mittels der Taylordarstel-

_ .1 2
log (1 +x) =x - ox +o(x )

ergibt sich

(1)

1, 2 2
= sy gl (A0) + (a0 = 55001 ) 1 (A7 +0 (n (A7)

In analoger Weise erhélt man solche Formeln fiir z, 3 sowie s1 3 und s 5.

Nun nutzt man aus, dass die s;-Terme konstant sind und s, nur iiber

ko (v,8) = (v—n/p)-A~1-S, e (x) (siehe Gleichung (34)) von v abhéngt
und erhalt
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) pia

v—oo P(Ay1) (X,Il)

wa) P
p(A[,,A71¢) -1
1, g P (A T)
T S ’ Ayl
v P}E(AV)) —p(x1)
T (s20-19 = 3500 1 (A0) +0(1 (40)) = 51001
Ve s11+ (52,]1 - %S%,]l) u(Av) +o(p(Av)) —s1a
i 41 S20-19 ~ 25019 T o(1)
- ngc}oA _ 12
s21 — 3511 T 0(1)
L4l g (v, 9) +O(1)
1 ‘u()ﬁl(p)

= lim A 5
V=0 (1—co) ko (v,1) +O(1)

1 _.31l.g x)-v+0O(1
= lim AL ”()‘714’)2 p® (%) M)

V=00 Spl(x)-v+0(1)
1 Yeoti(w
1(p)? p

Um die Aussage auf allgemeine Zylinderfunktionen ¢ > 0 auszudeh-
nen, wird zuerst beobachtet, dass man den zu untersuchenden Term wie
folgt umformulieren kann:

Siny —p (9)

(A1) o (x,1)

.”(Av)
-1 -1
P (Av, @) p(Ay) —p (x,9) P (Av, @)
— . 71 PR N Sk A VAN X, .
e T O

Man weif3, dass die Folge der Faktoren

(1) £0 ) p (1)

fiir v — oo gegen die (in Abhingigkeit von ¢) stetige Funktion —p (x, ¢)?
konvergiert. Uber die Folge der Faktoren

ot (Av ) p(A) —p (%, 9)

ithy P )

(44)
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ist bekannt, dass sie fiir arithmetische Zylinderfunktionen ¢ > 0 fiir
v — oo konvergiert, da sie sich von der eingangs betrachteten Folge
nur um die Multiplikation mit einer konvergenten Folge unterscheidet.
Der Ausdruck (44) ist zudem fiir jedes v eine konvexe Funktion in ¢,
da der Nenner und u (A,) unabhingig von ¢ sind und p~! (4,,-) kon-
vex und p~! (x,-) linear ist. Die Annahme, dass ¢ eine Zylinderfunktion
ist, bedeutet, dass es ein n € IN gibt, sodass ¢ € Z,. Da die arithme-
tischen Zylinderfunktionen dicht im endlichdimensionalen Vektorraum
Z, liegen, kann der folgende Satz aus der Theorie konvexer Funktionen
verwendet werden.

Satz 7.21 ([Roc1972, Theorem 10.8]). Es sei C eine offene Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums, und es sei fi, f», ... eine Folge end-
licher, konvexer Funktionen auf C. Man nehme an, dass die Folge auf einer
dichten Teilmenge C' C C punktweise konvergiert und die Grenzwerte jeweils
endlich sind. Dann konvergiert die Folge fiir jedes ¢ € C und die Grenzfunktion
f, die durch

£(€) = Jim fi (c)

geben ist, ist endlich und konvex auf C. Ferner konvergiert die Folge f1, fa, ...
auf jeder abgeschlossenen, beschrinkten Teilmenge von C gleichmiifig gegen f.

Zur Anwendung des Satzes auf die vorliegende Situation kann als
offene Menge C die offene Kugel B¢ (¢) um ¢ in Z, beziiglich der
||| .-Norm dienen, wobei der Radius € kleiner als inf ¢ gewdhlt wer-
den muss. Als Funktionenfolge hat man p~! (Ay,-) - 4 (Ay) —p~ ' (x,-)
mit v =1,2,.... Die dichte Teilmenge C’, auf der die Folge konvergiert,
ist durch die in C enthaltenen arithmetischen Zylinderfunktionen gege-
ben. Der Satz liefert nun die Existenz eines endlichen Grenzwerts fiir alle
¢ € B; (¢). Da die Konvergenz lokal gleichmifig ist, ist die Grenzfunk-
tion stetig auf B¢ (¢). Da man {¢ € Z,|¢ > 0} durch derartige Umge-
bungen tiberdecken kann, folgt die Stetigkeit der Grenzfunktion fiir alle
Dachfunktionen aus Z,. Insgesamt erhilt man somit, dass Gleichung (43)
nicht nur fur arithmetische Zylinderfunktionen, sondern fiir allgemeine
Zylinderfunktionen als Dachfunktion gilt. O

Bemerkung 7.22. Satz 7.21 kann nicht genutzt werden, um Theorem 7.20
auf stetige Dachfunktionen auszudehnen, da er nur fiir Teilmengen end-
lichdimensionaler Vektorrdaume gilt. Tatsdchlich kann man leicht einse-
hen, dass die Konvergenz in Gleichung (43) nicht lokal gleichméafiig auf
dem Raum der stetigen Funktionen (ausgestattet mit der Supremums-
norm) sein kann. Man betrachte dazu eine e-Umgebung um die Funkti-
on ¢ mit 0 < ¢ < inf ¢. Fiir jedes v kann man eine Funktion ¢, € B, (¢)
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finden, die y () = p (¢) und p (Ay, Py) = p (Ay, ¢ — €/2 - 1) erfiillt, da
aus Satz 2.6 folgt, dass man die Funktion ¢ — ¢/2 - 1 auf der Vereinigung
endlich vieler Urbilder von A, (also auf einer Menge beliebig nah an 1
liegenden Mafies) abandern kann, ohne die Ausstromrate beziiglich A,
zu verdndern. Da der Nenner des Quotienten in Gleichung (43) gegen
Null, der Zahler fiir derartige ¢, jedoch gegen den positiven Wert

€ 1 1
p(x/q)—;ﬂ)—ﬁ(x,qv): (V(¢—€~Il) _y(go)> P (x1)

2

strebt, konvergiert der Quotient auf der durch die ¢, bestimmten Dia-
gonalfolge nicht gegen einen endlichen Wert. Die Konvergenz kann also
nicht lokal gleichméfiig sein, da andernfalls die Grenzfunktion auf die-
ser Umgebung existieren und lokal stetig sein wiirde, und somit endlich
sein miisste, da bereits bekannt ist, dass die Werte auf einer dichten Teil-
menge endlich sind. Die Tatsache, dass keine lokal gleichmiflige Kon-
vergenz vorliegt, impliziert jedoch nicht, dass das Ergebnis aus Theo-
rem 7.20 fiir stetige Dachfunktionen, die keine Zylinderfunktionen sind,
falsch ist. Es folgt nur, dass ein naiver Approximationsansatz fiir die Aus-
dehnung des Ergebnisses auf stetige Funktionen nicht ausreicht. Man
beachte in diesem Zusammenhang auch, dass sich nach Satz 2.13 (c) die
Ausstromrate nicht dndert, wenn man die Dachfunktion um einen Ko-
rand abéandert. Dies bedeutet, dass Theorem 7.20 auch fiir all jene Dach-
funktionen gilt, die sich nur durch Addition eines Korandes von einer
Zylinderfunktion unterscheiden, selbst jedoch nicht notwendigerweise
Zylinderfunktionen sind.

Theorem 7.20 kann in eine Gestalt gebracht werden, die die Verhalt-
niseigenschaft der Aussage noch deutlicher hervortreten lésst.

Korollar 7.23. Es sei Annahme 7.15 erfiillt, und es seien zwei Zylinderfunkti-
on ¢ und P als Dachfunktionen gegeben. Dann gilt

Ay,
G (0 R S

e edel) o vy () Sp¥ ()




MATRIZEN

A.1 OPERATORNORM UND SPEKTRALRADIUS
Definition A.1. Es sei (X, ||-||) ein Banachraum iiber dem Korper K mit
K € {R,C}, und es sei £(X) := {T:X — X|T ist linear und stetig}.
Die Menge

o(1)={re ]K‘(A 1d—T) " existiert nicht in £ (X) }

heifst sPEKTRUM von T. Durch Spektrum

T
7= sup 1721
g0 1%l

wird eine Norm auf £ (X) definiert, die OPERATORNORM genannt wird.  Operatornorm
Die Grofse

r(T) = lim {/||T"|| = inf {/||T"|
n—oo neN
heiflt sSPEKTRALRADIUS von T € £ (X). Spektralradius

Satz A.2 ([Wer2007, Satz VI.1.6]). Es gilt:
A. A < (T) < ||T|| fiir alle A € o (T).
B. Wenn K = C, dann existiert ein A € o (T), sodass r (T) = |A|.

Im endlichdimensionalen Fall kann der Spektralradius als Maximum
der Betrdage der (moglicherweise komplexen) Eigenwerte aufgefasst wer-
den. Man beachte, dass der Spektralradius im endlichdimensionalen Fall
somit nicht von der Wahl der Norm abhangt.
Fiir den Fall X = IR” sind zwei Normen in dieser Arbeit von besonde-
rer Bedeutung. Zum einen die 1-NORM 1-Norm

n
2]y = Y [l
i=1
und zum anderen die MAXIMUMSNORM Maximumsnorm

%]l = max |l
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fir x = (x1,...,x,) € X. Eine Besonderheit der Maximumsnorm ist,
dass sich die von ihr abgeleitete Operatornorm auf £ (R") leicht explizit
angeben ldsst, wenn man die lineare Abbildung mit der sie darstellen-
den Matrix identifiziert: || T |, ist das Maximum der Betragssummen der
Zeilen, weswegen diese Operatornorm auch Zeilensummennorm heifst.

A.2 NICHTNEGATIVE MATRIZEN

Matrizen M werden im Allgemeinen mit Grofsbuchstaben bezeichnet
und ihre Elemente mit Hilfe des zugehorigen kleinen Buchstabens als
m; ; beschrieben. Mit id wird die Einheitsmatrix bezeichnet, wobei die
Dimension der Matrix immer durch den Kontext bestimmt ist und da-
her in der Notation nicht explizit erwdhnt wird. Falls eine Matrix nicht
mit einem Grofibuchstaben bezeichnet ist, beispielsweise weil sie nur als
Verkettung anderer Matrizen gegeben ist, so werden die Elemente als
(Matrixterm); j beschrieben. Diese Notation ist nicht zu verwechseln mit
der Schreibweise [M]; ;, welche jene UNTERMATRIX von M bezeichnet,
die aus M durch das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Als HAUPTUNTERMATRIX einer n X n-Matrix M bezeichnet man eine
Matrix der Form [M], mit A C {1,...,n}, die aus M durch das Strei-
chen aller Zeilen und Spalten mit Indizes in A entsteht.

Definition A.3. Eine Matrix M € RZj" heifit IRREDUZIBEL, wenn fiir
allei,j€{1,2,...,n} einn € N existiert, sodass (M"); ; > 0.

Satz A.4 ([Gan1986, 13.3 Satz 3 und 13.2 Satz 2]). Es sei M € RZ" eine
nichtnegative Matrix, und es sei A := r (M). Dann gilt: -

A. A€o (M).
B. Es gibt ein v € R, sodass Mo = Av.

Wenn A auflerdem irreduzibel ist, sind A und v positiv und zudem A ein einfa-
cher Eigenwert von M.

Bemerkung A.5. Satz A.4 ist (fiir den Fall irreduzibler nichtnegativer Ma-
trizen) als Satz von Perron-Frobenius bekannt.

Satz A.6 (Gantmacher [Gan1986, 13.3.2.4]). Es sei M € R" eine nichtne-
gative, irreduzible Matrix, und es sei M’ # M eine Hauptuntermatrix von M.
Dann gilt

o(M) <o(M).
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Satz A.7. Essei M € IR%” eine nichtnegative Matrix, und es sei A :=r (M).
Dann gilt fiir jeden Vektor w € R™, mit ausschlieflich positiven Eintriigen,

dass
tim /], = A

Beweis. Es sei v € R, ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Man kann v
so wihlen, dass w — v € R%,. Es ist

[M™ - wll, = |[M" - (0+ (w—-0))|,
= A" [[olly + [M™ - (w —0)

woraus man die Abschdtzung

A3l < vl < il - 3@,

erhélt. Fiir m — oo konvergieren sowohl obere als auch untere Abschit-
zung gegen den Spektralradius A. O

Satz A.8. Essei M € ]R%”, und es sei D € C™*" eine Diagonalmatrix, deren
Eintriige auf der Diagonalen jeweils den Betrag 1 haben. Dann gilt

r(DM) <r(M).
fiir alle k € IN.

Um dies zu erreichen, geniigt es wiederum, zu beweisen, dass (DM)
komponentenweise betragsmafig kleiner oder gleich M* ist. Dies ge-
schieht per Induktion. Offenkundig ist es wahr fiir k = 1. Wenn es fiir
ein k € N gilt, dann auch fiir k + 1, denn

(M), | =|(miomy),

ij ij

o = M

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass ||(DM)*||

O

Satz A.9. Es sei M € RZ;" eine irreduzible, zeilenstochastische® Matrix.
Dann gilt 1 = r (M) € o (M), und es gibt einen eindeutig bestimmten, positi-
ven reellen Linkseigenvektor v zum Eigenwert 1 mit ||v||, = 1.

56 Zeilenstochastisch bedeutet, dass alle Elemente der Matrix nichtnegativ sind und alle Zei-
lensummen Eins ergeben.
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Beweis. Da M zeilenstochastisch ist, gilt | M|, = 1 und somit r (M) < 1.
Da (1,...,1) € R" ein Rechtseigenvektor zum Eigenwert 1 ist, folgt
r(M) = 1. Auch fir die transponierte Matrix gilt r (MT) = 1. Nach
Satz A.4 ist 1 ein einfacher Eigenwert von MT, und es gibt einen bis auf
einen skalaren Faktor bestimmten, positiven Rechtseigenvektor v mit
MTo = v, der folglich ein Linkseigenvektor fiir M ist. Die Bedingung
|o|; = 1 stellt die Eindeutigkeit von v sicher. O

Satz A.10. Es sei M € RLY" eine irreduzible, zeilenstochastische Matrix. Es
sei®#AC{l,...,n}, und es sei M 4 die Matrix, die man aus M durch das
Nullsetzen aller Zeilen mit Indizes in A erhilt. Dann gilt

r(Ma) =r([M],) <1

Beweis. Gemiaf8 Satz A.g gilt r (M) = 1 und nach Gantmacher [Gan1986,
13.3 Satz 6'] zudem r ([M] ) < r (M). Da in M, die Zeilen mit Indizes
in A Null gesetzt wurden, ldsst sich zum einen folgern, dass sich jeder
Rechtseigenvektor von [M], durch passendes Auffiillen mit Nullen zu
einem Rechtseigenvektor von M4 ergénzen lasst, was r (My) > r ([M] 4)
impliziert. Zum anderen kann man schliefSen, dass jeder Rechtseigen-
vektor v von M, die Bedingung v; = 0 fiir i € A erfiillt und somit
durch Streichen der entsprechenden Eintrdge einen Rechtseigenvektor
von [M] , gibt, was die umgekehrte Ungleichung r (M4) < r ([M],) im-
pliziert. Folglich gilt r (M4) = r ([M] 4). O

Satz A.11. Essei M € Ry" eine irreduzible, zeilenstochastische Matrix, und
es sei Crp(z) = (—1)"" det[id — z- M, fiir t,r € {0,1,...,n}. Ciyr(2)
heifit Kofaktor der Matrix id — z - M an der Stelle (t,r). Da 1 € 0'( ) gemif
Satz A.9, kann man det (id —z- M) = (1 —z) - G (z) mit einem Polynom
G (z) schreiben. Es bezeichne v € R, den eindeutig bestimmten Linkseigen-
vektor von M zum Eigenwert 1 mit ||v||, = 1. Mit diesen Bezeichnungen gilt

Cir (1) =v¢-G(1).
Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass fir aller =1,...,n gilt, dass
Cer (1) =Cer (1).

Zu diesem Zweck beobachtet man zunichst, dass durch Entwickeln der
Determinante nach der t-ten Zeile

n

det(id—z-M Ctt Z mtrCtr
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Da 1 ein Eigenwert von M ist, ergibt sich folglich fiir z =1

0="=Cre (1 Z myrCep (1 (45)

Nun kann man ausnutzen, dass M zeilenstochastisch ist und folgern,
dass ,

0= Z Mty (Ct,t (1) — Ct,r (1)) . (46)

r=1

Man beachte, dass C, (z) unabhingig von den Eintrdgen der t-ten Zei-
le in M ist. Auch die Tatsache, dass 1 ein Eigenwert von M ist, hangt
nicht von den speziellen Werten ab, sondern nur davon, dass die Matrix
zeilenstochastisch ist. Man kann also die t-te Zeile von M durch eine
beliebige andere Zeile (m;,lf ...,mj ) mit nichtnegativen Eintrdgen und
Zeilensumme 1 ersetzen; insbesondere kann dies eine Zeile sein, bei der
fur ein einziges r gilt, dass mg,r = 1 und alle anderen Eintrage Null sind.
Durch ein derartiges Abandern von M kann man folgern, dass

Cir (1) = Cps (1) (47)

fur aller =1,...,n, womit die Zwischenbehauptung gezeigt ist.

Mit dieser Aussage und unter Zuhilfenahme des Analogons von Glei-
chung (45) fiir eine Entwicklung nach der r-ten Spalte anstelle der ¢-ten
Zeile erhalt man

n n
Z Ct,t (1) sMpy = Z Ct,r (1) cMpy = Cr,r (1)
t=1 t=1

furr =1,...,n, was bedeutet, dass (Ci; (1)>t:1,...,n ein Linkseigenvektor
von M zum Eigenwert 1 und folglich ein skalares Vielfaches von v ist.
Nun fiihrt die Beobachtung, dass sowohl

%(det(id—z-M)) _ %((1—z)-G(z)) — _G(z)+(1-2)-C (2)

als auch -
d .
= (det(id—z-M)) =YY —my, Ci,(z)
t=1r=1
gilt,57 fiir z =1 zu

sztr Cer (1 tht

t=1r=

57 Dies benutzt die Jacobische Formel fiir die Ableitung der Determinante, siehe beispiels-
weise [MN1991, Kapitel 8.3, Theorem 1].
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da M zeilenstochastisch ist und Gleichung (47) gilt. Man kann nun schlie-

Ben, dass
G(1) v={(Ctt (1)1, n~

was zusammen mit Gleichung (47) die zu zeigende Aussage impliziert.
O
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